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On laissera impérativement en téte de devoir une place suffisante pour les commentaires (au moins 10
lignes). On laissera non moins impérativement libre une marge de taille raisonnable.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.

Seuls les résultats | encadrés | ou soulignés seront pris en considération.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repéere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce, il le signale sur sa copie et

poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Les calculatrices sont interdites.

Ce sujet est composé d’un exercice et de deux problémes ; indépendants

Exercice : critere de condensation de Cauchy

On considére une série E a, avec (ay) réelle déeroissante positive. On se propose de démontrer le eritére dit de
nzl
condensation de Cauchy :

L converge et on a, dans le cas de

La série numérigue E “ay, converge si et seulement si la série numérique E 2" agn
nzl nz=0

convergence, en notant S et T les sommes respectives, U'encadrement S < T < 285.

On note Sy, et Ty, les sommes partielles d’ordre n des séries E an et E 2" asn respectivement.
n20 nz20

1. (¥*) Montrer que
S'; <ap + 26‘,2 + 4(1-4 = TQ 284 Za; + 2(1-2 + 4(14 = TQ

[

(**) En généralisant 1la méthode ci-dessus, montrer que
Son_1 €Ty, ; 28m =T,

3. (***) En déduire le critére de condensation.

N . 1
4. (**) Application : on consideére la série de Riemann E — pour o >0 (on ne suppose pas connu ici la nature
nzl
de cette série de cours).

Veérifier les hypothéses du critére de condensation et montrer que la série de Riemann converge si et seulement
si la série
1—a 1
> (27
nz=0
est convergente. En déduire la nature de la série de Riemann selon les valeurs de «.

5. (**) Etudier de méme la nature de la série dite de Bertrand

1
Z nln“n

nzl

1. bien lire « 2 puissance n »




Probleme

Dans la premieére partie, on établit des résultats généraux, qui pourront étre utilisés dans la seconde
partie, mémes s’ils n'ont pas été démontrés. On n’oubliera pas, & chaque fois que 'on utilise un résultat,
d’en vérifier les hypotheses.

PREMIERE PARTIE

On considere deux séries Y u, et > v, a valeurs réelles, la série > v, étant a termes positifs.

. On suppose dans cette question que la série Y~ v, est convergente et que u, € o(vy,).

a) Justifier que la série > u, est convergente.

On peut donc parler, pour tout entier n, des restes de ces séries convergentes, notés R, = g ket
1 oo y

T'n = Zk:n+1 V-

b) Démontrer que R, € o(Ty).

Indication : a € > 0 fizé, on pourra commencer par justifier Uexistence d’un entier ng tel que, pour tout

n = ng, on ait [up| < evn.

. Dans cette question, on suppose encore que la série > v,, est convergente. On suppose aussi que wu,, ~ v,,.

.

Apres avoir justifié que la série Y wuy, est convergente, démontrer que R,, ~ T}, (avec les notations de la
[=) !
question précédente). On pourra pour cela remarquer que la relation wu, ~ v, s’éerit anssi u, — v, € o(vy,).

On suppose dans cette question que la série > v, est divergente et que u,, € o(v,). On note U,, et V,, les
sommes partielles d’ordre n des séries > u, et > v, respectivement.

a) Quelle est la limite de V}, lorsque n tend vers oo ? Peut-on dire quelque chose & propos de U, ?

b) Soit £ > 0. Démontrer 'existence d'un entier ngy tel que, pour tout n = ng, on ait

T n
E U, {EE Ve

k=ng k=ng

c) En déduire que U, € o(V},).

. On suppose enfin que la série > v,, diverge et que u, ~ v,. Démontrer que U,, ~ V.

. Exemple : série harmonique

En remarquant que In (1 n) , retrouver que H, =) _, k ~ Inn.

. Un deuziéme exemple

Pour tout entier n, on pose z, = R

a) Déterminer un équivalent de x,, — Tp41.
b) En déduire un équivalent de

> 1
2

. Un troisiéme exemple

a) Démontrer que la série ), , ﬁ diverge.
b) Vérifier que, pour tout n > 2, on a

n T
1 n+1 1 1 2
2 Wk = Tn +§’“[7m(k_1) —m] ~ T2

(pour n =2, la somme Y ;_, -+ ne contient aucun terme; sa valeur est nulle).

c¢) Démontrer que
> [t -] = ()

B . ’ . n 1
en déduire un équivalent de » ;. .




DEUXIEME PARTIE
Dans cette partie, on considére une suite (un), a valeurs strictement positives et on suppose I'existence

d’un réel a tel que
u 1
AN —1—34—0(—).

In
. Démontrer que —+ —a. On pourra traiter séparément les cas o # 0 et a = 0.
nmn n—oc

u’ﬂ.

. On suppose dans cette question que a > 1.
a) Soit 4 un réel appartenant a Uintervalle |1, a[. Démontrer que

lll(nﬁun) 5 a
Inn n— oo
b) En déduire la nature de la série ) u,.

¢) Montrer que, lorsque n tend vers l'infini, on a ’équivalent

o0
> wme
U ™~
-1
k=n+1
- - . 1. Ed L & - s s N ) A) N — Tu
Indication : on pourra s’intéresser a la série de terme général v, — vy pq, 0 v, = Z2%.

d) Soit v > 1. Déterminer un équivalent de 7~ | % lorsque n — oo.
e) Démontrer que, pour tout entier k > 2, on a

1 1 1 1

<< .
ko k+1 k2 " k-1 k
Retrouver, grace a cet encadrement, le résultat de la question précédente dans le cas particulier vy = 2.

. On suppose dans cette question que « < 1.
a) Démontrer que la série ) u, est divergente.
b) Démontrer que, lorsque n tend vers I'infini, on a I'équivalent

mn
Tty
E Uk ™~ ] .
—
k=0

c) Déterminer un équivalent de Y _, 7 pour v < 1.
d) Démontrer que, pour tout k > 2, on a

2(VEFT-VE) < 7 <2(VE= VE=T)

et retrouver 'équivalent précédent dans le cas particulier v = %

. On suppose dans cette derniére question que le développement asymptotique s’écrit en fait

On pose v,, = n%u,,.
a) Démontrer que I'on a le développement asymptotique

Untl _ 140 (i?) .
vy, n

b) Démontrer que la série ) (111 Up+1 — In t-'n) est convergente.
¢) En déduire 'existence d’un réel A > 0 tel que u, ~ nia Quelle est la nature de la série Y u,, ?



