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Exercice

1. Nous avons, vu que la suite (a,) est décroissante,
Sy =a; + (a2+a3)+ (a.4+a5+a5+a7) = ay + 2a, +4ay =15

et
284 = 2{11 + 2{12 + 2{13 + 2{14 2 ay + 2&2 + 2(1-3 + 2(1-4 ? .y + 2(1-2 + 46‘.4 = Tg

2. Pour la premiere inégalité, on procede par récurrence. Pour n = 1, 551y = 51 = a1, Th—1 = Tp = a1 et nous
avons bien So:_; < Tj_;. On suppose que Son_y < T}, pour un certain entier n, avec n > 1. Alors

antl_g

Sons1_1 = Son_q + E ap
k=2n
2n+1_

1
‘“~<\:I—:n.—l+ Z ar (HR)
k=2m

1 n+1 n
STy + (2" = 2%) agn
— ——
=32n
Ty
ce qui acheve la récurrence.

On procede aussi par récurrence pour la seconde inégalité. Pour n = 0, 2550 = 2a; et Ty = a;. On suppose
alors que 2S9n = T, avec n fixé, n = 0. Alors

28541 =2 | Son + Z ag

2T, +2 (2" — 2") agn+
15 + 2.2’”a2n+1 = TﬁJrl

WoOW

3. Si la séri . nte, £ i ite ajorée. Ainsi n) 8 ie 8 ajoré

3. Si la série a, est convergente, alors la suite (5,) est majorée. Ainsi (Son) aussi et (T7,) est alors majorée
nzl

puisque T}, < 255, Comme elle est croissante, elle converge et ainsi la série E 2™agn converge, et ona T < 25.

nz0
Réciproquement, si la série E 2"agn converge, (T),) est majorée, (T,,_; aussi, et comme Son_; < T}, 1, Son_4
nz0
aussi, et comme elle est croissante, elle converge, et ainsi la suite (S,,) qui est croissante converge aussi vers la
méme limite et done la série E a, converge et ona S < T.
nzl
Ainsi les deux séries sont de méme nature et on a dans le cas de convergence, S < T < 285.

4. Ce critére permet de simplifier grandement 1'étude des séries de Riemann, par exemple. On a la suite numérique

1 £ b ’ .
( ) positive décroissante pour a = 0 (le cas a < 0 n'est pas problématique) et

ne
n ]. —a mn
2.2 PRE > 2]




On est done ramené A I'étude d'une série géométrique, de raison 2=, qui est convergente si et seulement si
21— = 1 ¢'est A dire a > 1.

. 1 1 .
5. Pour la série E ———, a > 0, nous avons —— décroissant vers 0 (en posant pour n =1, a; = az). Alors
nln“n’ ' nln“n
nz2
cette série est de méme nature que la série

> P
2 n® 2n

n=l

20it encore

1
; In2ne

qui est convergente si et seulement si a > 1.

Dans le eas ot @ < 0, nous n'avons pas les hypotheses vérifiées, le terme général tend tout de méme vers 0,
mais la décroissance n’est pas assurée. On écrit que

- 1 R +00
T aln®n 1

et ainsi & partir d'un certain rang,

LI
nln®n = n
et on obtient la divergence de la série.
On peut toutefois remarquer que
InT"n
n

décroit a partir d'un certain rang, ce qui permet tout de méme d’appliquer le critére de condensation (adapté) :
on pose sur [1, 4+o00]

In"*x
flz) = -
Ona 1
, otz _In%r —(a4+hz)h 'z
fla) =" _ —larhy)
Probléme

PREMIERE PARTIE

1. a) Ona u, € o(v,), donc |u,| € o(v,). Par comparaison des séries & termes positifs, on en déduit que
la série Y |u,| converge, i.e. que la série ¥ u,, converge absolument, done converge.
b) Soit £ un réel strictement positif. On cherche & démontrer I'existence d’un rang ng a partir duquel
ona |R,| € ¢|T,| (=&T, puisque les v,, sont positifs). Choisissons pour cela un entier ng a partir duquel
on a |u,| € v, (un tel entier existe car u,, € o(v,)). Pour p = n = ng, on a donc

p p P
S| < Sl << 3
k=n k=n

k=n

En faisant tendre p vers l'infini (& n fixé), on obtient |R,| < =T, pour n = ng, ce qui prouve la relation
demandée.




2. On a maintenant wu,, ~ v,,, soit u,, —v,, € o(v, ). D’apres la premiere question, la série } _ u,, —v,, converge,
et son reste d’ordre n est négligeable devant T,,. Or les séries }_ u,, et 3 v, convergent, donc ce reste
d’ordre n est

oo
DECRRAND SIS o RS
k=n+1 k=n+41 k=n+1

On a done R, — T, € o(T},), ce qui s’écrit encore R, ~T,.

3. a) La série Y v, est i termes positifs, donc la suite (V),),, est croissante. Comme elle diverge, on a

Vi, — +400. On ne peut en revanche rien dire de la suite (U,), : elle peut diverger elle aussi (ex : si
n— oo

Uy, = vy, ) ou bien converger (ex : si u, = 0).

b) 1l suffit de choisir np comme & la question 1. b).

¢) Remarquons que, puisque V,, —> +oc, on a V, > 0 au moins & partir d'un certain rang. On veut
démontrer que U, /V,, — 0. Solt dc:-nc £ un réel strictement positif. Choisissons un entier ny comme

n— oo
ci-dessus. Pour tout entier n = ng, on a

g ‘Zﬂi}l uk‘ |2 ko }ZR_D w‘} EZk—ﬂo
Vol = Va Vi Vi Vi A Vi

ng—1
car 3, vp < Y.._oUk Llentier ng étant fixé, la quantité J—"VD—L tend vers 0 lorsque n tend
vers 'infini. Choisissons un entier ni & partir duqucl cette quantité est inférieure ou égale a = : pour

n =z N = max(ng,n,), on a
U,
V.

ce qui prouve que le quotient tend vers 0, soit que U, € o(1},).

4. Comme précédemment, la condition u, ~ v, se traduit en w, — v, € o(v,); on en déduit (question
précédente) que Y, _q(ur — vi) € o(Vy), soit Up — Vi, € o(Vi), d’ott Uy, ~ V.

. On pose u,, = In(1+ E) et v, = % on a v, > 0 pour tout n = 1, u, ~ v, et }_ v, diverge. On en déduit

(question 4) que
- 1 — 1
S (1)~ S =

S

Oron a

gln(l ) il (‘i"“) Z].n(kJrl)—lnk: ln(n—l—)—]nl:lnn.—l—ln(l—l—%)w]_nn,

d’on I'équivalent demandé.

6.a) Ona
T4 _ 1
T, n+1

done 2,41 est négligeable devant x,,, d’olt I'on tire

Tp —Tpyp ~ Ty = .
* n!

b) Comme la série > x,, est & termes positifs et convergente, on en déduit que la série > (x, — 2,41)
est elle aussi convergente, ainsi que 1'équivalence des restes (question 4) :

Z Th ~ Z(:}:k — Tpi1)-

k=n k=n

On a par ailleurs (on peut séparer la somme en deux car les deux séries écrites convergent)



oo oo o0 oo o
D@k =Thr) =Y @k= Y T =) T= ), T,
k=n k=n k=n

k=n k=n+1

d’on 'équivalent cherché :

oo

IR

el

= E nl
. a) Pour tout entier k > 2,ona 0 <Ink <In(k+1) <k, done ¢ < ;. La série (& termes positifs) 3° ¢
étant divergente, la série 3 o l'est aussi.

b) — Premiére méthode : récurrence (qui se traite sans difficulté).
— Deuxiéme méthode : on écrit 1 = (k+ 1) — k. Pour tout n = 2, on a donc

(k—|—1) k-l—]. ) n+1 n k‘
Zm Z Ink - Ink ZlnA Zlnk—l Ink

k=2 k=2 k=2
n+l 1 1 2
= — B|l————— .
nn +kz_3 []n(k—l} lnk] n2
c) Posons maintenant u, =n {m — Tlﬂ] et v, = ﬁ pour n = 2. Comme v, > 0 pour tout n = 2

et que la série > v, diverge, il suffit, pour obtenir le résultat demandé, de démontrer que u,, € o(v,)
Comme In(n — 1) ~ Inn (méme preuve que pour In(n + 1) ~Inn), on a

lnn—ln(n—l} Inp-Imn-In(1-1) = 14o(d) 1 1\
T M mmnin—1) " mmhn-1)  Whmhn-1) (g o ° (—) =o(vn),

ce qui prouve la relation demandée.
Comme le terme constant 25 est lui aussi négligeable devant 3}, 1 (qui tend vers I'infini), la formule
démontrée & la question prcccdcnte s'écrit

— 1 n+l =~ 1
D nE = “’(Zm)’
k=2 k=2

soit encore

n+l = 1 Z 1
hn = m*“(zm)=
k=2 k=2
c’est-a-dire
n+1 = 1
Inn Z Ink
k=2
On simplifie cet équivalent en
n 1 n
= In k& n

DEUXIEME PARTIE

1. En prenant le logarithme, on obtient

In(tpy1) — Inu, =In (l _a Lo (1)) S 1o (l> .
n n n n

— Premier cas : a £ 0. On a alors

—
In(tyy1) — Inu, ~ -

Comme la série ) % est & termes positifs et divergente, on en déduit (question 4 de la premiére partie)



n—1

Z In(upyq) — Inug ~ —Z a

soit que
Inu, —Inuy ~—aH,_; ~—aln(n—-1) ~ —alnn.
On a donc
Inu, =—alnn+Inu, +o(lnn) = —alnn+o(lnn) ~ —alnn,

donc

]-n'uﬂ

—a.
Inn n—oo

— Deuxdieme cas : & = 0. La relation s’éerit maintenant

In(up+1) —Inu, €0 (%) .

On déduit de la question 3 de la premiere partie que

n—1 n—1
Z In(ug4+1) —Inug €0 (Z %) = o(lnn),
k=1

d’ol1 I'on tire
Inu, —Inu; € o(lnn),
soit
Inu, =Inwu; +o(lnn) €o(lnn) :

le quotient tend cette fois-ci vers 0.

.a) Ona

In(n"u,) In u,

o =f+— — f-a

Inn n—==
d’apres la question précédente.
b) Comme §—a < 0, on a

In(nu,) ~ (3 —a)lnn — —ex,

mn— oo

d’ot1 l'on tire que n°u,, — 0, ce qui s’écrit encore
L —r OO0

Uy = O !
T n_.d

Comme /3 > 1, la série > glg converge. Par comparaison des séries a termes positifs, la série Y u,, converge
également.

Noter que, dans la question suivante, on demande un équivalent du reste de cette série. La réponse a
cette question ne pouvait done étre que «la série est convergentes.

c) Posons, comme le suggere 'énoncé, v, = -2%. On a

1 Ny, 1\ Upyq
Un = Uit = gg (A Dty = mn] = 7720 K”E) u ‘1]

Sz () (- 2o (1)) ) = [ o (1))

= U + 0(“’1‘1) ™~ Up.

La série de terme général u, étant convergente et a termes positifs, on déduit de la premiére partie

I'équivalent
oo

Z Uy ~ Z (Vk — Vpg1)-

k=n+1 k=n+1



Pour calculer la somme de cette série, on ne peut pas séparer la somme en deux cette fois-ci car on ne
sait pas si la série Y v, converge. On passe par les sommes partielles : pour tout entier p 2 n+ 1, on a

P

> (k= Vk41) = Vng1 — Upya.
k=n+1

Or on sait que u, € 0 (—15) avec 3 > 1, donc pu, — 0, donc v, — 0, ce qui prouve que
P p— 0o p—+ 00

o0

D (k= Vkt1) = Va1,

k=n+1
Reste pour conclure a démontrer que (n + 1)u,4 est équivalent a nu,,. Comme n + 1 ~ n, il suffit pour

cela de démontrer que w,, .y ~ u, : c'est vrai car 2 =1—- 2 4+ o (1) — 1.
™"

 —% DO

1\ / 1
Un T i T

avec v > 1. Il résulte de la question précédente que

d) Posons w, =n""7 :ona

i 1 n-ny 1 1
T a1 a1
Ml nvy v—1 ¥v—1 nv

e) Soitk=2:o0na

r v 1 o1t 1 1
Eok+1" k(k+1) "k T k(k—1) k-1 k

Soit n = 2. Pour tout entier p > n, on a

P 1 1 G| P 1 1
Y (i) X e X (1),

k=n+1 k=n+1 k=n+1
soit
i
: 1 ; 1S % < .- l
n+ P+ k=n+1 n p

Passons a la limite lorsque p— o¢ : on obtient

1 = 1 1
< > < -,
. 2 2
n+ 1 k=n+1 k ﬂ-

p

Les deux termes extrémes étant équivalents a %, on en déduit que

(= o)

1

.2
k=n+1 k

~

S| =

ce qui est bien I'équivalent obtenu & la question précédente pour v = 2.

. a) Choisissons maintenant un réel 3 € Ja, 1] et posons & nouveau x,, = n“u,. On obtient, comme dans
la question précédente, que
In(nuy,) ~ (8 — a)lnn.

On a maintenant 8 — a > 0, d'ott 'on déduit que In(n’u,) — +oo, done que nfu,, — +oo, ce qui
L —F o0 n— oo

signifie que ;1; € o(uy,). Comme # < 1, la série ) ;lﬁ est divergente. Par comparaison des séries a termes
positifs, la série > u,, 'est aussi.



1":.i_r,ﬂ

b) Posons v, = == : le méme calcul qu’a la question précédente montre que l'on a

Un+1 — Un ™~ Un.

Comme la série 3 u, est & termes positifs et divergente, la premieére partie donne

n-l—lu

Reste pour conclure a démontrer que (7 + 1), ~ nu, : c’est vrai pour la méme raison qu’a la question

précédente.
Uy, 1 - , 1
Uy, n n n

¢) En posant u, =k~ 7, ona
avec v < 1. Il résulte de la question précédente que

1 —
1 nl=7

—_—

nt  1—-

k=1

d) En multipliant par la quantité conjuguée, on obtient

2 2 1 2
AT VR) = o R S VR VR~ VE S VR vieT VR VRS

Par somme (télescopique), on en déduit que, pour tout n = 1, on a

1
<2vm
NG

2vyn+1-2< Zn:
k=1

F

Les deux membres extrémes sont équivalents a 24/, done le terme encadré également, ce qui s'écrit
encore

o vk
¢’est bien I'équivalent obtenu a la question précédente.

4. a) On écrit maintenant des développements limités forts (partout) : on a

) e 20 2) (2 0(3) e0(2)
Up 1 Uy, mn n n mn n

b) Prenons le logarithme : il vient

1 1
lnt"‘ﬂ-f—] - ln'Uﬂ =In (1 +0 (?)) =0 (F) .

La série 3 - étant & termes positifs et convergente, on en déduit que la série 3 (Inv,; — Inv,) est
absolument convergente, donc convergente (il est impératif de passer par 'absolue convergence ici : les
termes n’ont aucune raison d’étre positifs eux aussi).

¢) On déduit de cette convergence que la suite (11'1 Un )n st elle aussi convergente. Notons L sa limite :

L

on a alors v,, — e", ce qui s’éerit aussi u,, ~ 5. Par comparaison des séries a termes positifs, la série

L —F 20
> u, converge si, et seulement si, & > 1. On rctrouvc ce que 'on avait déja obtenu : pour o > 1, la série

converge, alors qu’elle diverge pour o < 1. Cependant, I'étude précédente n'avais pas permis de traiter le
cas a = 1.



