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PROBLÈME 1 

 

Partie A 

Préliminaires 

1.a.   La série 
( )

ln
2

1

ln
n

n n

  est à terme général positif ; pour tout 9n  ,  

( ) ( ) ( )
ln ln ln ln 2

1 1 1 1 1

2ln 2 ln 3 2 ln e
n n n n nn
  = = . 

La série 
2

1

n
  converge (série de Riemann 

1

n   avec 1  ), donc, d’après le théorème de 

convergence par majoration pour les séries de terme général positif,     
( )

ln
2

1

ln
n

n n

  converge    . 

1.b.   
( )

1

1
1 1

n

n n

 −
 + −
 
 

   est elle aussi à terme général positif. 

On a  

( ) ( )

( )

3

2

1 1
1

1 1 1 12 2
1 1 1 1

22

1 1
,

82

n n

n

n

nn n
n

u
nn

  
−    − −     + − = + + + −

  
  

 

−
= − +



 

avec 
3

2

1
nu

n

 
 =
 
 

 , et : 

•  
1

2 n
 est positif, et tend vers  0  en décroissant ; d’après le théorème spécial des séries  

 alternées, 
( )1

2

n

n

−
  converge. 

 

2026 - 2027 

PC 



 2 

• •  La série harmonique 
1

n
  diverge. 

• • •  On a 
3

2

1
nu

n

 
 =
 
 

  et la série de Riemann 
3

2

1

n

  converge absolument, donc nu   

converge. 

 

Alors,   
( )

1

1
1 1

n

n n

 −
 + −
 
 

  diverge   , comme combinaison linéaire de deux séries convergentes et 

d’une série divergente. 

 

1.c.   Pour tout entier  N  supérieur ou égal à  1 ,   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Il est alors immédiat que 
( )1

1
lim 1

1

N

N
n n n→ + 
=

=
+

 . Par définition de la convergence et de la somme 

d’une série, cela revient à dire que    la série 
( )1

1

1n n n +
  converge, et 

( )1

1
1

1n n n

+ 

=

=
+

     . 

 

2.   Pour tout  1, 1x  − , pour tout     :  

Pour tout *n   , d’après la formule d’Euler : ( )
e e

cos
2

i n i n
n nx n x

 − +
 = , ce que l’on peut 

réécrire sous la forme : ( )
( ) ( )e e

cos
2

n n
i i

n
x x

x n

 − +
 = . 

Comme e e 1i ix x x − = =  , les séries géométriques ( )
1

e
n

i

n

x 



  et ( )
1

e
n

i

n

x 



  sont 

convergentes ; de plus, ( )
1

e
e

1 e

i
n

i

i
n

x
x

x

+ 



=

=
−

  et ( )
1

e
e

1 e

i
n

i

i
n

x
x

x

− + 
− 

− 
=

=
−

 . 

( )1 1 1 1

1

1 2

2 2

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
changement d’indice dans la deuxième somme

1 1 1
1

1

1
1 .

1

N N N N

n n n n

NN

n n

N N

n n

n n n n n n

n n

n n N

N

= = = =

+

= =

= =

 
= − = − 

+ + + 

= −

= + − −
+

= −
+

   

 

 
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Par linéarité, il en résulte que la série ( )
( ) ( )

1 1

e e
cos

2

n n
i i

n

n n

x x
x n

 − 

 

+
 =   converge, et que 

( ) ( )
1

e e 1 e e

2 2 1 e 1 e

n n
i i i i

i i
n

x x x x

x x

 −   − + 

 − 
=

+  
= + 

− − 
 . En mettant au même dénominateur, 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

e e e 1 e e 1 e

2 2 1 e 1 e

n n
i i i i i i

i i
n

x x x x x x

x x

 −   −  −  + 

 − 
=

+ − + −
=

− −
 , soit 

( ) ( ) ( )
( )( )

2

2
1

e e e e 2

2 2 e e 1

n n
i i i i

i i
n

x x x x

x x

 −   − + 

 − 
=

+ + −
=

− + +
 , ou encore : 

( ) ( ) ( )
( )( )

2

2
1

e e e e 2

2 2 e e 1

n n
i i i i

i i
n

x x x x

x x

 −   − + 

 − 
=

+ + −
=

− + +
 . 

Finalement,  

( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )

2 2

22
1

e e 2 cos 2 cos

2 2 cos 12 2 cos 1

n n
i i

n

x x x x x x

x xx

 − + 

=

+  − − + 
= =

−  +−  +
 . 

 

3.   Pour tout  ,  −    et pour tout *N    : 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 1

1

2

1

2

1

2

1 sin sin

Im e

1 e
Im e

1 e

sin
2e

Im e

sine
2

sin
2

Im e ,

sin
2

N N
n

N

n n

N
i n

n

i N
i

i

N
i

i

i

N
i

S n n

N

N

= =

 + 

=

 + 
 + 

 + 

 + 

 + 

 + 

+
 + 

 = −  =  + 

 
=  

 

 −
=   − 

  +  
  

  =
  +  
     

  +  
  

  =
  +  
     

 



 

d’où ( )

( ) ( ) ( )1
sin sin

2 2

cos
2

N

N N

S

+  +   +    
   
   

 =
 

 
 
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Comme 
( ) ( )1

sin 1
2

N +  +  
 

 
, 

( )
sin 1

2

N  +  
 

 
 et cos 0

2

 
 

 
  

(car ,
2 2 2

   
 − 

 
), on en déduit que ( )

1

cos
2

NS  
 

 
 

  . 

 

4.   La fonction sinus est de classe 2C  sur  ,n n n h  +


, la formule de Taylor – Laplace peut donc être  

appliquée à l’ordre  1 :  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

sin sin sin ’ sin ’’ dt

n h

n

n h n n h n n h t t

 +



 + =  +  +  + − . 

Alors,  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )( )

( )2
2 2

sin sin cos sin dt

sin dt

dt ,
2 2

n h

n

n h

n

n h
n h

n
n

n h n n h n n h t t

n h t t

n h t h n
n h t

 +



 +



 +
 +




 + −  −  = −  + −

  + −

  + −
   + − = =
 
 







 

d’où l’inégalité ( )( ) ( ) ( )
2 2

sin sin cos
2

h n
n h n n h n + −  −   . 

 

5.a.   La fonction xU   est dérivable sur  0,  , et pour tout  0,   ,  

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )( )
( )

2

2 2

2 2

22 2

2 2

,
cos 1

sin
’

cos 1
1

sin

sin cos 1 cos

sin

sin cos 1

sin

x

x

x
U

x

x

x x x

x

x x

x

  +
 

  =
  +

+  
 

−  −  + 


=

 +  +


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( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2

2 2

2 2

22 2

2 2

2 2 2

2 2 2

,
cos 1

sin
’

cos 1
1

sin

sin cos 1 cos

sin

sin cos 1

sin

sin cos cos
,

sin cos 2 cos 1

x

x

x
U

x

x

x x x

x

x x

x

x x

x x

  +
 

  =
  +

+  
 

−  −  + 


=

 +  +



−  +  − 
=

 +  +  +

 

donc : ( )
( )

( )

2

2

cos
’

2 cos 1
x

x x
U

x x

− − 
 =

+  +
. 

 

5.b.   Ici, on a pour tout  0,   , ( )
( )

( )
1

1 cos 1
’

2 cos 2 2
U

− − 
 = = −

 +
, il existe donc une  

constante  A  telle que pour tout  0,   , ( )1
2

U A


 = − . 

On a ( )1 arctan 1
2 4

U
  

= = 
 

, d’où l’on déduit que 
2

A


= , et que 

  ( )10, ,
2 2

U
 

     = − . 

 

 

Partie B 

Étude d’une fonction définie comme somme d’une série 

 

1.a.   Pour tout  0 , 1x  , pour tout *n    :  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

1

1 1

1

1 2

1 sin

suppression d’un terme d’indice  1 ,  nul

n nnN N
n n

n n

n nN N
n n

n n

n nN N
n n

n n

x S Sx n

n n

x S x S

n n

x S x S

n n

−

= =

−

= =

−

= =

 − − 
=

 
= −

 
= −

 

 

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

11

1 1

11 1

1 1

changement d’indice dans la deuxième somme
1

,
1

n nNN
n n

n n

N n nN N
N n n

n n

x S x S

n n

x S x S x S

N n n

+−

= =

+− −

= =

 
= −

+

  
= + −

+

 

 
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et en regroupant les deux sommes, il vient comme désiré : 

( ) ( )
( )

( )1

1 1

1 sin 1

1

n Nn NN
Nn

n

n n

x Sx n x
x S

n n n N

−

= =

−   
=  − + 

+ 
  . 

 

1.b.   Soit *n   . La fonction 
1

:
1

n x
u x x

n n

 
− 

+ 
  est dérivable sur  0 , 1 , et pour tout  

 0 , 1x  , ( ) ( )1 1’ 1 0n n nu x x x x x− −= − = −  .  u  est donc croissante sur  0 , 1 , et il en 

résulte que pour tout  0 , 1x  , ( ) ( ) ( )0 1u u x u  , soit 

1 1 1
0

1 1

n x
x

n n n n

 
 −  − 

+ + 
. 

 

1.c.   •    Prouvons déjà la convergence de la série ( )
1

1

1

n

n

n

x
x S

n n

 
 − 

+ 
 . 

Pour tout *n   , d’après  A.3.  et  b. ,   

( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1
cos

2

n n

n n

x x
x S S x

n n n n n n

     
 − =  −  −     

+ + +      
 
 

. 

On a prouvé en  A.1.c.  la convergence de la série 
( )1

1

1n n n +
 . 

Ainsi, ( )
1

1

1

n

n

n

x
x S

n n

 
 − 

+ 
  est une série à terme général positif ; le terme général de cette 

série est majoré par celui de la série convergente 
1

1 1 1

1
cos

2

n n n

 
− 

 +   
 
 

 . D’après le  

théorème de convergence par majoration pour les séries de terme général positif, 

( )
1

1

1

n

n

n

x
x S

n n

 
 − 

+ 
  converge. La série 

( ) ( )

1

1 sin
nn

n

x n

n

− 
  est donc absolument 

convergente, et de ce fait elle converge. Notons   sa somme. On a, par définition de la convergence d’une 

série, ( )
1

1

1
lim

1

N
n

n
N

n

x
x S

n n

−

→ + 
=

 
 − = 

+ 
  . 

• •    La majoration ( )
1

cos
2

NS  
 

 
 

 prouve également que 
( ) 1

cos
2

N

Nx S

N
N




 
 
 

, 
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puis que 
( )

lim 0

N

N

N

x S

N→ + 


= .  En passant à la limite dans l’égalité  

( ) ( )
( )

( )1

1 1

1 sin 1

1

n Nn NN
Nn

n

n n

x Sx n x
x S

n n n N

−

= =

−   
=  − + 

+ 
  , 

on obtient donc 
( ) ( )

1

1 sin
lim

nnN

N
n

x n

n→ + 
=

− 
=   : 

   la série 
( ) ( )

1

1 sin
nn

n

x n

n

− 
  converge    , et en outre  

( ) ( )
( )

1 1

1 sin 1

1

nn

n

n

n n

x n x
x S

n n n

+  + 

= =

−   
=  − 

+ 
  . 

 

1.d.   L’égalité 
( ) ( )

( )
( )1

1 1

1 sin 1

1

n Nn NN
Nn

n

n n

x Sx n x
x S

n n n N

−

= =

−   
=  − + 

+ 
  , et la  

convergence des séries mises en jeu, autorisent à écrire que pour tout *N   , 

( ) ( )
( )

( )

1

1 sin 1

1

n Nn
Nn

n

n N n N

x Sx n x
x S

n n n N

+  + 

= + =

−   
=  − + 

+ 
  . 

On en déduit que  

( ) ( )
( )

( )

( )

1

1 sin 1

1

1 1
,

1
cos

2

n Nn
Nn

n

n N n N

n

n

n N

x Sx n x
x S

n n n N

x
x S

n n
N

+  + 

= + =

+ 

=

−   
  − + 

+ 

 
  − + 

+   
 
 

 


 

puis, (à nouveau, toutes les convergences utiles ont été prouvées précédemment), que  

( ) ( )

1

1 sin 1 1 1 1
.

1
cos cos

2 2

nn

n N n N

x n

n n n
N

+  + 

= + =

−   
 − + 

 +    
   
   

   

par télescopage, 
1 1 1

1n N n n N

+ 

=

 
− = 

+ 
 , d’où l’inégalité demandée :  

( ) ( )

1

1 sin 2

cos
2

nn

n N

x n

n
N

+ 

= +

− 


 
 
 

 . 

2.a.   Si 0x = , les séries 
1

n

n

n x


  et 2

1

n

n

n x


  sont trivialement convergentes, de sommes nulles. 

Pour 0x  , 1x  , leurs termes généraux ne s’annulent pas, et l’on a  
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( ) ( )
21 1

2

1 1
lim lim 1

n n

n n

n x n x
x

n x n x

+ ++ +
= =  . D’après la règle de d’Alembert,  

1

n

n

n x


  et 2

1

n

n

n x


  convergent. 

On a ( ) ( )1

1

1 1 1 2

1 1n n n n

n n n n

x S n x n x n x n x
+  +  +  + 

+

= = = =

− = − = − −     (les séries mises en jeu 

sont bien convergentes), donc ( ) ( )1

1 1 1

1 1n n n

n n n

x S n x n x x
+  +  + 

= = =

− = − − =   . 

On reconnaît une somme de série géométrique (convergente) : ( ) 11
1

x
x S

x
− =

−
, d’où bien sûr  et 

( )
2

1 1

n

n

x
n x

x

+ 

=

=
−

 . 

De même,  

( ) ( )

( )

( )

22 2 1 2

2

1 1 1 2

22

1 1

1

1

1

1 1

1

2 1

2 .

n n n n

n n n n

n n

n n

n

n

n

n

x S n x n x n x n x

n x n x

n x

S x

+  +  +  + 
+

= = = =

+  + 

= =

+ 

=

+ 

=

− = − = − −

= − −

= −

= −

   

 





  

On en déduit que 
( ) ( )

2

2 2 3

1 2

1 11 1

x x x x
S

x xx x

  +
= − = 

 − −− − 

. 

La série 2

1

n

n

n x


  n’intervient pas dans la suite du problème, c’était là encore une question de technique 

en passant. 

 

2.b.   Soient donc  0,   , et  h  non nul tel que  0,h +   . 

D’après  A.4. , pour tout *n    : ( )( ) ( ) ( )
2 2

sin sin cos
2

h n
n h n n h n + −  −   , 

donc  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

21 sin 1 sin
1 cos

2

n nn n
nn n

x n h x n h n
x n x

n n

−  + − 
− − −     . 
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La convergence de la série 
1

n

n

n x


  prouve, par majoration, celle de la série (de terme général positif) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 sin 1 sin
1 cos

n nn n
nn

n

x n h x n
x n

n n

−  + − 
− − −  , et fournit 

l’inégalité  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1 1

1 sin 1 sin
1 cos

2

n nn n
nn n

n n

x n h x n h
x n n x

n n

+  + 

= =

−  + − 
− − −    , 

soit : 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2

2
1

1 sin 1 sin
1 cos

2 1

n nn n
nn

n

x n h x n h x
x n

n n x

+ 

=

−  + − 
− − −  

−
 . 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 sin 1 sin
1 cos

n nn n
nn

n

x n h x n
x n

n n

 −  + − 
 − − − 
 
 

  est alors 

absolument convergente, donc convergente, et par inégalité des valeurs absolues,  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

2

2
1

1 sin 1 sin
1 cos

2 1

n nn n
nn

n

x n h x n h x
x n

n n x

+ 

=

−  + − 
− − −  

−
  . 

Enfin, la convergence des séries 
( ) ( )( )

1

1 sin
nn

n

x n h

n

−  +
 , 

( ) ( )

1

1 sin
nn

n

x n

n

− 
  et 

( ) ( )
1

1 cos
nn

n

x n


−   (prouvées précédemment) autorise le découpage de la somme :  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

2

2
1 1 1

1 sin 1 sin
1 cos

2 1

n nn n
nn

n n n

x n h x n h x
x n

n n x

+  +  + 

= = =

−  + − 
− − −  

−
   , 

soit : ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

2
1

1 sin
2 1

nn

x x

n

h x
f h f h x n

x

+ 

=

 + −  − −  
−

 . 

 

 

2.c.   En divisant par h  l’inégalité précédente, il vient : 

( ) ( )
( ) ( )

( )
2

1

1 cos
2 1

nx x n

n

f h f h x
x n

h x

+ 

=

 + − 
− −  

−
 . 

On en déduit que 
( ) ( )

( ) ( )
0

1

lim 1 cos
nx x n

h
n

f h f
x n

h

+ 

→
=

 + − 
= −  . Par définition d’un nombre 

dérivé, ceci prouve que xf  est dérivable en tout   de  0,  , et que : 

  ( ) ( ) ( )
1

0, , ’ 1 cos
nn

x

n

f x n
+ 

=

     = −  . 
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2.d.   D’après la question précédente, pour tout  0,   ,  

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

’ 1 cos cos
nn n

x

n n

f x n x n
+  + 

= =

 = −  =  +   , 

d’où, d’après  A.2. :  

( )
( )

( )

2

2

cos
’

2 cos 1
x

x x
f

x x

− +  + 
 =

−  +  +
, 

soit   ( )
( )

( )

2

2

cos
0, , ’

2 cos 1
x

x x
f

x x

− − 
     =

+  +
. 

 

2.e.   D’après  d.  et  A.6. ,  on a ’ ’x xf U=  sur l’intervalle  0,  . 

Il existe donc une constante xK  telle que pour tout  0,   , 

( ) ( )
( )

( )

cos 1
arctan

sin
x x x x

x
f U K K

x

  +
 =  + = +   

. 

 

3.a.   Pour tout *N    fixé, 
( ) ( )

1

1 sin
lim 0

nnN

n

x n

n → + 
=

− 
= , donc, par définition d’une  

limite :    
( ) ( )

1

1 sin
0, , 0, ,

nnN

n

x n

n=

− 
          . 

 

3.b.   Soit 0  . 

•    D’après  1.d. ,  pour tout  0,   , pour tout *N   , 

( ) ( )

1

1 sin 2

cos
2

nn

n N

x n

n
N

+ 

= +

− 


 
 
 

 , donc pour tout 0,
4

 
   

 
, 

( ) ( )

1

1 sin 2 2
nn

n N

x n

n N

+ 

= +

− 
 . Comme 

0

2 2
lim 0

N N→
= , on en déduit qu’il existe 

*

0N    

tel que pour tout 0N N , pour tout 0,
4

 
   

 
, 

( ) ( )

1

1 sin
nn

n N

x n

n

+ 

= +

− 
  . 

 

• •    En particulier, pour tout 0,
4

 
   

 
  

( ) ( )

0 1

1 sin
nn

n N

x n

n

+ 

= +

− 
  . 
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D’autre part, d’après  a. ,  il existe 0,
4

 
   

 
 tel que pour tout  0,   ,  

( ) ( )0

1

1 sin
nN n

n

x n

n=

− 
  . 

Alors, pour tout  0,   ,  

( )
( ) ( ) ( ) ( )0

01 1

1 sin 1 sin
2

n nN n n

x

n n N

x n x n
f

n n

+ 

= = +

−  − 
  +    . 

On récapitule : on a montré que   ( )0 , 0, , 0, , 2
4

xf
 

             
 

 : 

c’est dire que ( )
0

lim 0xf
 →

 = . 

 

3.c.   On a ( )
0

lim 0xf
 →

 = , et ( )
( )

( )

cos 1
arctan

sin
x x

x
f K

x

  +
 = +   

 pour tout  0,   . 

Or 
( )

( )0

cos 1
lim

sin

x

x+ →

 +
= + 


, d’où 

( )

( )0

cos 1
lim arctan

sin 2

x

x+ →

  + 
=   

. 

Il en résulte que 
2

xK


= − , et ainsi pour tout  0,   , 

( )
( )

( )

cos 1
arctan

sin 2
x

x
f

x

  + 
 = −   

. 

 

4.a.   C’est reparti pour un tour : 

Pour tout *N    fixé, 
( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1

1 sin 1 sin
lim

n nnN N

x
n n

x n n

n n→
= =

−  − 
=  , donc, et à nouveau 

par définition d’une limite : 

 il existe  0, 1   tel que pour tout  1 , 1x  −   : 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 sin 1 sin
n nnN N

n n

x n n

n n= =

−  − 
−    . 

 

 

4.b.   A peu près la même chose qu’en  3.b. , en un petit peu plus facile : 

Soit 0  . 
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A nouveau d’après  1.d. , pour tout *N   , 
( ) ( )

1

1 sin 2

cos
2

nn

n N

x n

n
N

+ 

= +

− 


 
 
 

  et 

( ) ( )

1

1 sin 2

cos
2

n

n N

n

n
N

+ 

= +

− 


 
 
 

 , et 
0

1
lim 0

cos
2

N

N
→

=
 

 
 

, il existe donc 
*

0N    tel que 

pour tout 0N N , 
( ) ( )

1

1 sin
nn

n N

x n

n

+ 

= +

− 
   et 

( ) ( )

1

1 sin
n

n N

n

n

+ 

= +

− 
  . 

 

• •    On a donc, en particulier, 
( ) ( )

0 1

1 sin
nn

n N

x n

n

+ 

= +

− 
   et 

( ) ( )

0 1

1 sin
n

n N

n

n

+ 

= +

− 
  . 

Par ailleurs, d’après  a. ,  il existe  0, 1   tel que pour tout  1 , 1x  −  ,  

( ) ( ) ( ) ( )0 0

1 1

1 sin 1 sin
n nN Nn

n n

x n n

n n= =

−  − 
−    . 

 

Pour tout  1 , 1x  −  , on a donc  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

1 1

1 1

1 1

1 sin 1 sin

1 sin 1 sin

1 sin 1 sin
,

n nn

x x

n n

n nN Nn

n n

n nn n

n N n N

x n n
f f

n n

x n n

n n

x n x n

n n

+  + 

= =

= =

+  + 

= + = +

−  − 
 −  = −

−  − 
 −

−  − 
+

 

 

 

 

d’où ( ) ( ) 3x xf f −    , et ainsi :  

    ( ) ( )10 , 0 1 , , 1 , 3xx f f         −   −     : 

Par suite, ( ) ( )1
1

lim x
x

f f
→

 =  . 

 

4.c.   On a montré que pour tout  0,    ( )
( )

( )

cos 1
arctan

sin 2
x

x
f

x

  + 
 = −   

, et que  

( ) ( )1
1

lim x
x

f f
→

 =  . Par continuité de la fonction 
( )

( )

cos 1
arctan

sin 2

x
x

x

  + 
−   

 , on en  
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déduit que ( )
( )

( )
1

cos 1
arctan

sin 2
f

  + 
 = −   

. 

Transformons cette expression. On a  

( )

2

1

2 cos 1 1 cos sin
2 2 2 2

arctan arctan arctan ,
2 2 2

2 cos sin sin cos
2 2 2 2 2

f

              
− + −                        = − = − = −

               
−           

           

 

d’où ( )1 arctan tan
2 2 2

f
     

 = − = −  
  

. 

Autrement dit, 
( ) ( )

1

1 sin

2

n

n

n

n

+ 

=

−  
= − . 

 

4.d.   On choisit 
2


 = , et alors d’après  c. , 

( )

1

1 sin
2

4

m

m

m

m

+ 

=

 
−    

= − . 

Dans cette expression :  

•    lorsque  m  est pair, on peut poser 2m n=  avec  n  entier, et ( )sin sin 0
2

m n
 

=  = 
 

. 

• •    Si  m  est impair, on pose 2 1m n= +  et  

( ) ( )sin sin 1 sin 1
2 2 2

n n
m n

       
=  + = − = −     

     
. 

Il résulte de ceci que  

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1
  impair

2 1

0

0

1 sin 1 sin
2 2

1 1

2 1

1
,

2 1

m m

m m
m

n n

n

n

n

m m

m m

n

n

+  + 

= =

++ 

=

+ 

=

    
− −   

   
=

− −
=

+

−
= −

+

 





 

et l’égalité 

( )

1

1 sin
2

4

m

m

m

m

+ 

=

 
−    

= −  donne le résultat attendu : 
( )

0

1

2 1 4

n

n n

+ 

=

− 
=

+
 . 
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Problème 2 : étude d’un procédé de sommation 
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