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PROBLEME 1

Partie A

Préliminaires

l.a. Lasérie Z ———— est a terme général positif ; pour tout n > 9,

n>2 (lnn
1 1 1 1 1

Inn = Inn = Inn = Inn
(Inn) (2In3) (2Ine) 2 n

. 1 . ) 1 \ s
La série Z —5 converge (série de Riemann Z — avec a > 1), donc, d’aprés le théoréme de
n

convergence par majoration pour les séries de terme general pOSltlf, — ., converge
n>2 ( In n )
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1.b. z 1+ u — 1 | estelle aussi a terme général positif.
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avecu, = O —5 | et
2

n

est positif, et tend vers 0 en décroissant ; d’apres le théoreme spécial des séries

1
2
(-1’

alternées, z 5 \/7 converge.
n




e o [a série harmonique Z 1 diverge.
n

1 , . ) 1
eee Onau_ = Q| — | etlasérie de Riemann — converge absolument, donc u
" 3 3 n
n? n?

converge.

Alors, z

diverge |, comme combinaison linéaire de deux séries convergentes et

d’une série divergente.

l.c. Pour tout entier N supérieur ou égala 1,

- )ziz 1

n:ln n:ln+1

1 o oy
- - z — changement d’indice dans la deuxieme somme
n=1 N n=2 N

N
: : : 1
Il est alors immédiat que lim E

——— = 1. Par définition de la convergence et de la somme
Nowe p(n+ 1)

1 — 1

d’une série, cela revient a dire que | la série ——  converge, et — =1
,Z:ln(nJrl) ,,le’l(l’l‘l-l)
2. Pourtout x € |- 1,1[, pourtout 6 € R :
eine + e—ine

Pour tout n € N, d’aprés la formule d’Euler : x" cos (n8) = x” s ceque I’on peut
o (xeie)lz +(xe_"e)n
réécrire sous la forme : x" cos (n0) = 5 :

. . . , , . . n . n
Comme [xe'®| = |xe "®| = | x| < 1, les séries géométriques xe'®) et xe'®) sont
9
n>1 n=1
+ o0 o\ 7 xeie + 00 e\ xe—ie
convergentes ; de plus, z (x e ) = —— et Z (x e ) = —.
I —xe ool I —xe

n=1



. n . n
(xe’e) + (xe*’e)

Par linéarité, il en résulte que la série Y, x" cos (n0) = Y

converge, et que

n>1 n>1 2
. n . n
& (xele) + (xe_le) 1 xe'l xe '? . .
Z = — - T — |- En mettant au méme dénominateur,
= 2 211 - xe 1 —xe

. n . n . . . .
‘o (xe’e) + (xe*’e) xe’e(l - xe*le) + xe*‘e(l - xe’e)

,;1 2 - 2(1-xe”)(1-xe )

, Soit

. n . n . .
(xe’e) +(xe"e) x(e’e+e"’e)—2x2

- 2(x2 —(e’° + e”'e)x+ 1)

, OU €ncore :

i (xe"e)n+(xe*"e)n x(e"e+e*"e)—2x2

e 2 2(x2 —(eie+e‘ie)x+1).
Finalement,
i(xeie)n+(xe[e)n_ 2xcos(0) - 2x? B —x’ + xcos(0)
oy 2 _2(x2—2cos(9)+1)_x2—2xc0s(6)+1

3. Pourtout ® € |- =, n[ etpourtout N € N :
N

SN(9)=§: (=1)"sin(n0) =Y sin(n(6+m))

1 n=1

:Im i ein(9+n)J
n=1

iN(O+m
= Im ei(eﬂ)—l_e ( )]

l_ei(6+n)
. [ N(6 +
i (04 ) Smﬁ(zn)j
:Im i(9+n)ell
i1(0+ ) Sin(6+n)
e
2
N(O +
Sm((n)J
i (6 +m) 2
=Im|e 2

sin(e;nJ ’
sirl((N+ 1)(e + n)jsir{z\r(eﬂt)J

2
(ej
cos | —
2

doi| 5, (0) =




Comme

Sletcos(9J>O
2

Sin[(N+1)(e+ n)}‘ -

2

(carg € }—g,g[),onendéduitque ‘SN (9)‘ <

4. La fonction sinus est de classe C* sur [ nO,n0 + nh ] , la formule de Taylor — Laplace peut donc étre

appliquée a ’ordre 1 :

n(6+h)
sin (n(0 + h))=sin(n0)+nhsin’(n0)+ [ (n(0+h)=t)sin>(r)dt.
no
Alors,
n(9+h)
‘sin(n(e+h))—sin(ne)—nhcos(ne)‘=‘— [ (n(0+h)—t)sin(z)dt
no
n(e+h)
< [ (n(0+h)—t)]sin(¢)]dt
no
—n(9+h)
n(0+h) (n(6+h)_t)2 h2n2
< nje (n(9+h)t)dt—{ > =
dno
h*n?
d’ou I’inégalité ‘sin(n(9+h))—sin(n@)—nhcos(n@) < 5
5.a. Lafonction U | est dérivable sur |0, n[, et pour tout 6 € |0, = [,
(xcos(@)+1}’
, xsin(@)
U, (G): 2
xcos(6) +1
I +
( xsin (9) J
—xzsinz(e)—(xcos(6)+1)xcos(6)

x*sin’ ()
x*sin’®(0) + (xcos(ﬁ) + 1)2
x*sin?(0)




e (’C‘i?;ie()e;l]’z
1+[xcos(9)+1}

xsin (0)
—x?sin?(0) — (xcos(0) +1)xcos(6)
_ x*sin’ (0)
x?sin®(0) + (xcos(e) + 1)2
x*sin® ()

—xz(sinz(e) + cosz(O)) - xcos(e)
xz(sinz(e) + cosz(e)) +2xcos(0) +1

b

donc : U,’(O) =

5.b. Ici,onapourtout ® € |0, n[, U, (6) = 2_1 _(CGO;(eg = —%,ilexistedoncune
cos +

constante 4 telle que pour tout € [0, n[, U, (06) = 4 —

N | D

Ona U, (gj = arctan (1) = g,d’oﬁl’ondéduitque A= g,etque

Veelorn[, U (6)=

N
|
N | @

Partie B

Etude d’une fonction définie comme somme d’une série

l.a. Pourtout x € [0,1],pourtout n € N™ :

x"(5,(0) -5, (0))

x"(=1)"sin(n0)

i _

N
n 1 n ngl n
X xS, (0) yox"S,., (9)
- nZ::l n Z::] n
N S, (6 N S 0
= z * O ( ) — Z u ! ( ) suppression d’un terme d’indice 1, nul
n=1 n n=2 n
n+1

1]
™

changement d’indice dans la deuxiéme somme

xS, (0) Aolxts,(0) ij”*'sn (0)

= n = n+1

I
+
™M



et en regroupant les deux sommes, il vient comme désiré :

$ X (=1) sin(n0) :NZ:lx”Sn(E))(%— . j* TS

n=1 n n=1

1.b. Soit n € N". La fonction u: x — x" [l —

est dérivable sur [ 0,1 ] , et pour tout
n n+

xe[0,1],u’(x)=x"""=x"=x"""(1-x)2>0.u estdonc croissante sur [ 0, 1], etilen

résulte que pour tout x € [0,1], u (0) < u(x) < u(1),soit

l.c. o Prouvons déja la convergence de la série Z x" S, ( 0 ) [ 1. j

n>1

Pourtout » € N", d’aprés A.3. et b.,

w5, (o) 2]

n n+1

. » 1
On a prouvé en A.l.c. la convergence de la série Z

vrs (o) 1]

n n+1

Ainsi, Z est une série a terme général positif ; le terme général de cette

n=1

. . : L 1 1 1 .
série est majoré par celui de la série convergente 7o) Z [ PE— j . D’apres le
=~ \n n+
cos ( j n=l

2
théoréme de convergence par majoration pour les séries de terme général positif,
1 ) x"(=1)"sin(n0
> x"Sn(O)(—— il 1] converge. La série ) (=1) (70)
n n +

n=1 n=1 n
convergente, et de ce fait elle converge. Notons { sa somme. On a, par définition de la convergence d’une

&' 1 x
série, lim Z x"Sn(G)[—— jzﬁ.

est donc absolument

N = wo T n n+1
™S, (0
e ¢ [amajoration ‘S v (9)‘ < ;6 prouve également que v (9) < ! e
cos | — N cos| —
) )



. xS, (9) o o
puis que th ————~ = 0. Enpassant a la limite dans I’égalité

+ o0

G () sn(n0) xnsn(e)(i_ nilj » 22D,

n = n

N n _ n .
on obtient donc lim Z il ( 1) sm(n@):f:

Na-mon ] n

"sin(ne)

n

5 xn(_l)"nsm(ne) _ Iil ann(e)(% _ an

n=1

converge |, et en outre

la série Z il (_1)

nx1

N no(__ " N -1 S 0
Ld. Légalite ) X' (1) sin(n0) = > x’ Sn(e)(l S J i X NN( ),etla
n = noon+

n=1

convergence des séries mises en jeu, autorisent a écrire que pour tout N € N |

& x"(=1)"sin(n0) & I x x5, (0)
= "S (0) — -
n=ZN:+1 n ,,Z:Nx n( )(Vl 7’l+1)+ N
On en déduit que
3 x"(—l)"sin(n@) < 3 1 X xNSN(O)
< S (0) — - _—
n:;-ﬂ n n:sz n( ) n n+1 * N

1 X

an 9 - - + B
S~ n( )(n n+1J Ncos(gj

[

puis, (a nouveau, toutes les convergences utiles ont €té prouvées précédemment), que

xn(_l)"sin(ne) < 1 i (l_ 1 j+ 1 .
cos(ej”"v noon+ld Ncos(g)

2

- (1 1 1 . .
par télescopage, Z [— - j = N’ d’ou I’inégalité demandée :
n

¥ n+1
= x"(-1)"sin(n6
§ XD (o) o
neNd " N cos 9
2
2.a. Six = 0, les séries Z nx" et Z n’® x" sont trivialement convergentes, de sommes nulles.

nx1 nx1

X | < 1, leurs termes généraux ne s’annulent pas, et I’on a

Pour x # 0,



2.b.

(n + l)zx”+1

2
n-x"

(n+1)x""!

- = | x| < 1. D’aprés la régle de d’Alembert,
nx

= lim

lim

> nx"et Y n’x" convergent.

nx>1 n>1

+ oo

.
Ona(1-x)S8, = il nx" — il nx"t = ijl nx" — > (n—1)x" (les séries mises en jeu
n = n= n=

n=2

+ o0 + o0

sont bien convergentes), donc (1 — x) S, = i nx" =Y (n-1)x"=> x".
n=1

n=1 n=1

. g X e A
On reconnait une somme de série géométrique (convergente) : ( 1 —x ) S, = " , d’ou bien str et
- X

+ 0
X
S ona -

n=1 (I—X)z

De méme,
(1-x)8, = i n®x" - i n?x"t = i n®x" - i (n—l)zx"
il el = "2
= i n’x" — i (n—l)zx”
n=1 nel
= io (2n—-1)x"
ne1
=28, - i x".
n=1
On en deéduit que S, = - ! X[(l i’;)z - fx] = ﬁ

La série Z n’ x" n’intervient pas dans la suite du probléme, ¢’était 1a encore une question de technique

nx1

en passant.
Soientdoncee]O,n[,ethnonnultelque€)+he]O,n[.

h*n’
D’aprésA.4.,pourt0utneN*:‘sin(n(@+h))—sin(n6)—nhcos(n6)‘£ S
donc

x”(—l)"sin(n(6+h)) x"(=1)"sin(n6) h’n

X

- —xr(=1)" 0)| <
- - x"(=1)"cos(n6) 5



La convergence de la série Z n x" prouve, par majoration, celle de la série (de terme général positif)

n>1

(100 1) X C'S00) (e ()] e o

n

2.

n>1

1’1néga11té
(=1 "si 0 h " (- "si 0
X ( ) Sln(”( + )) X ( 1) Sll’l(l’l )_x"( 1) COS

n=1 n n
+ o0 n _1 no: e h n(_ n . 2
soit : ¥ (21) din(n (0 + 1)) _ 2 (=1) sin(n0) —x"(=1)"cos(n0)| < z(lh x)z‘.
n - X

n

n>1

(xn(l)"sin(n(e + h)) x"(=1)"sin (n ) ~ x"(—l)"cos(ne)] est alors

absolument convergente, donc convergente, et par inégalité des valeurs absolues

5 -

& ox"(=1)"sin(n(06+h)) xn(_l)nsm(ne)—x”(—l)"cos(ne) < h?x

21 " B n 2(1-x)
x"(—l)nsin(n(e + h))’ ¥ x"(=1)"sin(n0)

Enfin, la convergence des séries Z
n nx1 n

nx1

et

) (prouvées précédemment) autorise le découpage de la somme :

> x"(-1)"cos(n0

n=x1

i x”(—l)"sin(n(9+h)) & x"(-1)"sin(n0) \ n <
Z n _,12:11 n _nglx (_1) COS(ne) _2(1_x)2’

soit: [ |f. (0 + h)— f —hz (-1) sm(ne)ﬁh—;z
2 (1-x)
2.c. En divisant par | h| I’inégalité précédente, il vient :
0+ h) - 0 i
£ (0+h) = /i )—Zx”(—l)ncos(nﬁ)ﬁIi Al
2 (1-x)

h n=1

0+ h)— 0 s
On en déduit que lim = (0+ )= 1, (8) D> x"(=1)" cos (n 6).Par définition d’un nombre
h—>0 h

dérivé, ceci prouve que f est dérivable en tout 0 de ] 0,m [, et que :

Voelo,r[, f(0)=>D x"(-1)"cos(n0)




2.d. D’aprés la question précédente, pour tout 6 € |0, n|,

Fo(0)=> x"(-1)" cos ( Zx cos (n (6 + m)),

d’ou, d’apres A.2.:
—x? + xcos (0 + m)
x? - 2xcos(9 + n) + 1

2

fo(0) =

—x’ = xcos(9)
x? + 2xcos(6)+1

soit | V 6 e]0,n[, f,7(0) =

2.e. D’aprés d. et A.6., ona f’ = U’ surl’intervalle ]O, n[.

II existe donc une constante K _ telle que pour tout 6 e ] 0,7 [ ,

_ B xcos(6)+1
f.(0)=U,(0)+ K, = arctan( s (0) ]Jr K.

= 0, donc, par définition d’une

N n( no .
3.a. Pourtout N € N fixé, lim Z X ( 1) sm(ne)

0>+ pay n

Noox” sin(ne)

> =

<€

limite : EIoce]O TC[ VGE 00c
n

3.b. Soite > 0.

e D’aprés 1.d., pourtout O e ]0, n[,pour tout N € N,

& x"(-1)"sin(n0) . 2

n=N+1 n NCOS(OJ
2

donc pour tout O € }O, %{,

242 242 N
< \]\/]7 Comme léimo Tf = 0, on en déduit qu’il existe N, € N

& x"(-1)"sin(n0)




D’autre part, d’aprés a., il existe o e }0, %{ tel que pour tout 6 € |0, [,

Ny n( _ no_s
Z x"(=1)"sin(n0) <.
n=1 n
Alors, pour tout 6 € ]0,0L[,
N, n(_ no . i no(_ no .
‘fx(e)‘s z x"(=1)"sin(n9) . x"(=1)"sin(n0) < 2%
n=1 n n=~Ng,+1 n
Onrécapitule:onamontréqueV8>O,3ae}0,§},vee]0,a[, fx(e)‘SZS:

c’estdireque | lim f (6) =0

_ B B xcos(6) +1
3.c. Ona lim fx(e)—O,etfx(G)—arctan[ <sin (0) J+prourtoutee]0,n[.
Or lim xcos.(e) 1 = +o,d’ou lim arctan xcos‘(e) 1 -,
6>0"  xsin(0) 00" xsin (9) 2
Il enrésulte que | K = —g , et ainsi pour tout 0 € ]0, n[,

£.(0) = arctan[xfzigle(z; 1) i

4.a. C’est reparti pour un tour :

N no( _ no . N _ no .
Pourtout N € N~ fixé, lim Z al ( 1) 51n(n9) = Z ( 1) Sm(ne),donc,eténouveau

Xﬁ)ln:l n n=1 n

par définition d’une limite :

il existe o € |0, 1] tel que pour tout x € |1 — a,1]:

"(=1)"sin(n0) & (=1)"sin(n0)|

- > ‘Ss.

n n=1 n

i x
n=1

4.b. A peu pres la méme chose qu’en 3.b., en un petit peu plus facile :

Soite > 0.

11




A nouveau d’aprés 1.d., pourtout N € N,

& (-1)'sin(n0)

pourtout N = N,

e ¢ On adonc, en particulier,

n

< (-1)"sin(n0)

+ oo

+ 1

n=~Ng,+1 n

s "(-=1)"sin(n0o
§ o) 2
n=Nl " N cos 0
2
2 ) 1 o .
< , et A}lm —— = 0,ilexistedonc N, € N tel que

Ncos(e) ﬁoNcos 9)
2 2

& (-1)"sin(no)

<get|

x"(=1)"sin(n0)

n

<e.

3 x”(—l)nsin(ne)

2

n=Ng+1 n

< eget

< €.

Par ailleurs, d’aprés a., il existe o € ]0, 1[ tel que pour tout x € ]1 - a, 1[,

Ny

2

x"(=1)"sin(n0) & (=1)"sin(n0)

n=1

—Z ‘Sa.

n = n

Pour tout x € |1 — a,1[, onadonc

d’ou

V8>0,30Le]01[,Vxe]a,l—a[,

7.(0) - £.(0)] =

IN

n=Ng+1 n

f.(8) - fx(e)‘ < 3¢, etainsi:

fx(e) _f1(e)‘ <3e:

Par suite, | lim f (0) = f,(6)

x —>1

4.c. Onamontré que pourtout & € |0, [ f, (0) = arctan E

lim f (6)= f,(6).Par continuité¢ de la fonction x +> arctan

x -1

xcos(0) + 1] n

__’t
xsin (0) 2 et que

xsin(e) —E,onen

(xcos(@) + 1} n

12



N

déduit que 1, (0) = arctan [%j -

Transformons cette expression. On a

(20032(2J—IJ+1 cos(
/1 (8) = arctan

T T
— = arctan - — = arctan | ——<
0 . 0 2 . 0 2
2cos| — |sin| — sin| — cos
2 2 2

dou f,(0) = arctan(tan(g - g}j N

Autrement dit, ZOO (_1) sm(n@) = —
n=1 n

NS} Nan)

. (—l)msin(m;E
4.d. On choisit 0 = E,et alors d’apres c., Z = - E.
2 Pt m 4

\
N—

Dans cette expression :

. . . 1L .
e lorsque m est pair, on peut poser m = 2 n avec n entier, et sin [m Ej = sin ( n n) =0.

ee Si m estimpair,onpose m = 2n + 1 et

w2
o
=)
7 N\
3
I
N
Il
w2
@,
=)
VR
N
a
+
o a
N
Il
—~~
|
[S—
N—"
w2
P
=
VR
I
N—
Il
—~~
|
(==Y
N—"
=

I1 résulte de ceci que

m=1 m m=1 m
m impair
~ +oo (_1)2n+1(_1)n
i 2n + 1
_ o5 (=
- ZO 2n + 1

. (-1 sin(m;j
et I"égalite )

m=1 m

+ o0 -1 "
= — g donne le résultat attendu : Z ( ) =
n=0

13



Probléme 2 : étude d’un procédé de sommation

Partie I : deux exemples

1) Ici @, ne dépend pas de n :

* 1 & e
Vn e N anzg—né(k)a.

Or d’aprés la formule du binéme
T

SH=0+nyr =2

k=0

[/meN a)=oa.|

Comme & est non nul, les deux séries divergent grossiérement (puisque leur terme général ne converge
pas vers 0 !).

E Gy et E a; divergent grossiérement.
nz0 n=0

2) a) A nouveau j’applique la formule du binéme (1 et z commutent, !)

* 1 a T 1 T
Vne N anzz—ng:o(k)zkzg—n(lJrz) ,
soit

1 T
Vnel a;’;:( —;—z) .

b) (i) Ici |2| < 1, donc, d’apres le cours sur les séries géométriques :

E @, converge et sa somme est A (z) = 15
— &
n=0

(ii) De plus, grace a I'inégalité triangulaire,

1+z| 14z
< <1 car |z < 1.
5|5 2|
Donc 3 af 53 ar ! Finalement
ONcC converge € _—— = . Inalemen
nso B gyt 1-L=2 1-3 ’

E a’ converge et sa somme est 24 (#).
n=0

¢) (i) Ici |z| > 1, donc la suite (@, ) ne converge pas vers 0 :

E a, diverge grossiéremement.
n=0

(ii) Pour s = -2, a, = (_Tl)n et donc

R . .
E a,, est une série géométrique convergente.
n=0

(iii)Soit maintenant z = e?. Alors

1 . —if /2 20 /2 . o
T2 gwp & T ey cos 5.
Ainsi, cos étant une fonction paire,
142 8 ¢ T
’% = cos% £]0,1] car0< % < 3 par hypothése.

Par conséquent,

*
E an converge.
w0

De plus, le calcul de somme du b) reste valable :

14




= 1 2 2e~it/2 2e=#/2  i(cos§ —isin})

*
Zan— s =TS0z iz P -
o 1-=2 1—z e8/2 _ gt/ —2isin 5 gin 5
Solt
i . cos t
Zanfl—m_ 7
— sin %

Partie 11 : étude du procédé de sommation

1) a) (i) k étant fixé, j’ai
=1 (n—k+1) n
(k:) - ] oo K

car chacun des & facteurs du numérateur est équivalent & n lorsque n — co.

k
@ ~ =
n—ooo ki
.. 1, 1 a8 . . .
(ii) Donc —( ) = — - — ; d’oil, selon les croissances comparées des fonctions puissances et expo-
on \k k! on’ ’

nentielles (k: est fixéet 2 > 1) :

=) 0

1 —00

1
b) D’aprés a), pour chaque valeur de & fixée dans [0,n], a; étant une constante, j’ai Q—H(Z)ak —— 0.

La suite de terme général S, (n,a) apparait donc comme la somme de g + 1 suites qui convergent
toutes vers O (avec ¢ fixé). Par conséquent, selon les théorémes opératoires classiques,

| Sq(n,a) — 0. |

¢) Tout cela fait penser & CESARO... Soit ¢ > 0 ; puisque (a,,) converge vers 0, je dispose de g € N tel
£
que ¥k > q |a| < 5 et j’écriz, grice a Pinégalité triangulaire :

T T

* 1 T € T ]'
Wn 2 g |ans|sq(n,a>+2—n-kz+l(k)ak|§|sq(n,a>+§ El(k)ég—n(cf-lua))-
=49 =4

Et d’aprés b), g étant ainsi fixé, je dispose de ny € N tel que ¥n > n;  |S,(n,a)| < <. Alors, en

Lol ™

posant ny = max(g,n1), J’al
¥n>ng Jan| <=
Par conséquent, par définition de la limite,

| a; tend vers 0 lorsque n tend vers oco. |

d) Toujours d’aprés 1 - 1)a), je peux écrire, pour tout n € N
1 1 «
=g ST (G don ay —£= Q_H'Z(Z)(an — )
k=0 k=0
et comme par hypothése la suite (@, — ¢) converge vers 0, le ¢) s’applique et montre que (a) — £)
converge également vers 0. Autrement dit

| ar tend vers £ lorsque n tend vers co. |

e) On vient de voir que la convergence de (&, ) entraine celle de (a}), mais le I - 2)c¢)(ii) fournit un
contre-exemple de la réciproque !

2) a) Je note que
>l U, =27 (Toot + @) = 20y + 2°al.

1l vient successivement, en regroupant pour Uz et {73 les termes a partir des indices les plus élévés :

UO:O‘,SZO‘,O:SO

U1 =25+ (a0 +a1) = 25 + 5
Ug:2(280+81)+(a0+2a1+a2)=380+381+82
U3:2(380+381+Sg)+(ao+3a1+3a2+a3):480+681+482+83
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b) (i) On peut apparemment conjecturer

VneN Poillh=% AgSe on Vke[0,n] A= (311)-
k=0

(ii) Montrons par récurrence sur n que la propriété P, ci-dessus est vrale pour tout n.

Initielisation : on a vu au a) que P, est vraie pour n € [0,3].

Hypothése de récurrence : je considére n > 1 tel que P, 1 soit vraie et je reprends la remarque
ci-dessus, avec l'indication de 1’énoncé.

|
-~

T

Up = 2 (EL)S#" + Z (Z) (St — Sp-1)

k=0
n—1 n n—1
= 92 (kjl)sk + Z (Z) Sy — (kil)sk (en réindexant la derniére somme, avec S_; = 0)
k=0 k=0 k=0
n—1

I
[]

[(kj—l) + (Z)] Sk + S, (en mettant de cété le dernier terme)

B
;_.g)

Il
(]

(Zi%)sk + 5, (d’aprés la relation du triangle de PASCAL)

b

E|

o

— +1 +1y
= (hi1) Sk (car (1) =11)
k=0
Ainsi P, est vrale, ce qui achéve cette démonstration par récurrence.
¢) On suppose icl que > a, converge, ¢’est-a-dire (en notant S sa somme), que la suite des sommes
partielles (5,,) converge vers S. Si je pose alors
Ay=0 et YjeN~ AJ‘ =51,
la suite (A,) converge vers S comme (S, ), or avec les notations précédentes,
1 1 7 1 n+1
_ _ 1 _ . n4+1 3
Vne N Tn—z—nUn—Q_nZ(kH)Sk_Q 2n+12( 3 )A»” )
E=0 i=0

Or dans ce dernier crochet, je reconnais 'expression de A, construite & partir de la suite (4,)
par le procédé “habituel”. Or (A,) converge vers S, donc le 1)d) montre que (A};) également, donc
la suite (7},) converge vers 25. Mals cette suite n’est autre que la suite des sommes partielles de la
série > a’ !! En conclusion,

[e34]
*
E a; converge et sa somme vaut 2 E Q.
n>0 =0

d) On vient de voir que la convergence de ) @, entraine celle de >_ @, mais le I - 2)c)(ii) fournit
nouveau un contre-exemple de la réciproque !

16



