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I — Probas, dénombrement : exercices (en général) primaires

1. 1. Une urne contient 6 boules blanches et 4 boules noires. On tire au hasard et simultanément 5
boules de I’urne.
Déterminer la probabilité que 1’échantillon soit représentatif de I’urne, ¢’est — a — dire qu’il soit composé de 3 boules
blanches et 2 boules noires.
2. Méme question si les boules sont tirées une a une et sans remise.

3. Méme question si les boules sont tirées une a une et avec remise.

2. 1. Unsaccontient 5 jetons blancset 4 jetonsnoirs. On tire un a un et sans remise 3 jetonsdu sac. Probabilité d’obtenir BNB

dans cet ordre ? (deux méthodes)

2. Méme question si les tirages ont lieu avec remise.

3. Statistiquement, on sait que 5 hommes sur 100 et 25 femmes sur 10 000 sont daltoniens.
1. On choisit une personne au hasard. Quelle est la probabilité que cette personne soit daltonienne ?

2. Lapersonne choisie est daltonienne. Quelle est la probabilité qu’il s’agisse d’un homme ?

4. Untest T d’une maladie M a été testé en laboratoire et a constaté que : P(7 / M ) = 0,95 ; P (f / ]\7) = 0,95.

La fréquence d’apparition de M est 0,005 . Calculer P (M / T ).Qu’en pensez-vous ?

5. Unmeublea 7 tiroirs contient unobjet avec une probabilit¢é p . Un examinateur fouille les 6 premiers tiroirs et ne trouve

pas ’objet. Quelle est la probabilité que I’objet se trouve dans le 7°™¢ tiroir ?

6. Trois machines fabriquent des boulons : la machine 4 assure 20% de la production et un boulon sur 100 est défectueux. La
machine B assure 30% de la productionet 2 boulonssur 100 sontdéfectueux. La machine C assure 50% de la production
et 5 boulons sur 100 sont défectueux.

Quelle est la production de boulons défectueux dans la production totale ? Quelle est la production de boulons venantde C

parmi les boulons défectueux ?

7. Deux candidats 4 et B se présentent a une élection. Des sondages ont révélé que 1’électorat attendu de 4 se compose de 60%
de femmes, celuide B de 45%. A estéluavec 55% des suffrages. On interroge au hasard un électeur au sortir de 1’isoloir,

c’est une femme. Quelle est la probabilité qu’elle ait voté pour 4 ?

8. Un distributeur de cafés A4 fonctionne correctement un jour sur deux (en moyenne.) Un autre distributeur
de cafés B fonctionne deux jours sur trois.
Le jour n°1, une personne choisit au hasard un des distributeurs 4, B. Il décide d'utiliser le méme distributeur le lendemain si

celui — ci lui a donné un café correct, et de changer de distributeur sinon. Il procéde de méme les jours suivants.



On considére les événements suivants : ( # appartenanta N *)
Ay :Lejourn®n, lapersonne utilise le distributeur 4 .
B, :Lejourn®n, lapersonne utilise le distributeur B.

C.:Lejourn®n, lapersonne boit un café correct.

Soient p, =P ( 4, ), g, =P ( c, ) Trouverunerelationentre p , ,, et p, . Quelle estlanature de la suite (pn ) ?

*
neN

En déduire p, enfonctionde n. Exprimer ¢, enfonctionde p , .En déduirela probabilité de boire un café correctle jour n° n .

- 1y e . . . . .
9.Pour n € N7, on considére la probabilité de tirer I’entier » comme étant ¢gale a 2—n .

1. Montrer que I’on a bien ainsi défini une probabilité.

2. Soit n € N*.Onnote 4, ’événement : " I’entier n tiré est un multiple de & ".

Exprimer P ( A, ) en fonction de k.

3. Calculer P(A2 U A3).

L . 13
4. Onnote B I’événement : " I’entier tiré est un nombre premier ". Montrer que 3 <P(B)<—.

10. Un jeu idiot consiste en une succession de lancers d’un dé normal. A I’issue de chaque lancer :
-- sile joueur obtient 1, il a gagné et le jeu s’arréte ;
-- sile joueur obtient 5 ou 6, il a perdu et le jeu s’arréte.

-- sinon, le jeu continue.

1. Pour n € N ", déterminer la probabilité p, que le jeu continue au moins jusqu’au n ™ lancer ;
déterminer la probabilité v, de I’événement : V', : « le jeu s’arréte par victoire a I’issue du 7 ™ lancer ».

2. Exprimer I’événement V': « le joueur gagne » a I’aide des ¥/, , puis calculer sa probabilité.

11. Onclasse 30 individus, et on retient la liste ordonnée des 5 premiers.
Combien y a-t-il de listes possibles?

Combien y a-t-il de fagons de classer 5 individus en supposant qu’il puisse y avoir des ex aequo ?

12. Soit £ un ensemble de cardinal »n .

Calculer le nombre de partages de £ en p ensembles deux a deux disjoints.

13. Soit E = {100000, ..., 999999 } .

Soit F' 1I’ensemble des éléments n de E dont les chiffres sont deux a deux distincts.
a. Donner les cardinaux de E etde F'.

b. Quel est le nombre d’éléments de F dont un des chiffres est égala 0 ?

14. On dispose de 200 boules que 1’on doit répartir dans 10 urnes, chaque urne contenant exactement 20 boules.
Combien y a — t — il de répartitions possibles ?
15. Aveclesneufchiffres: 1,2,3,4,5,6,7,8,9:
Combien peut — on former de nombres de cinq chiffres ?

a.
b. Combien peut — on former de nombres de cinq chiffres tous distincts ?

e

Combien peut — on former de nombres de cinq chiffres rangés en ordre strictement croissant ?

&

Combien peut — on former de nombres de cinq chiffres comportant exactement deux fois le chiffre 1 ?



16. On dispose de n boulesblanches indiscernables les unes des autres, et de m boules noires indiscernables les unes des

autres. De combien de manicres peut — on ranger toutes ces boules dans p boites discernables ?

17. On dispose de 49 numéros (1 a 49 ). On tire simultanément 6 de ces numéros.
Quel est le nombre de tirages possibles ?
Combien de ces tirages comportent 6 numéros consécutifs ?

Combien comportent 6 nombres en progression arithmétique ?

18. Uneurne contient n boules blanches et n boules noires. On tire les boules deux pardeux et sans remise jusqu’a vider ’urne.

Quelle est la probabilité d’avoir a chaque tirage une boule blanche et une boule noire ?

19. De combiende maniéres peut— on disposeren ligne un jeude 32 cartes comportant 4 cartes indiscernables portant le

numéro 1, 4 cartes indiscernables portant le numéro 2, ....., 4 cartes indiscernables portant le numéro 8 ?

20. Quatre joueurs regoivent chacun 13 cartes d’un jeu constitué des 52 cartes habituelles.
Soient X, Y, Z et T ces quatre joueurs.
1. Quel est le nombre de répartitions dans lesquelles X recoit exactement 6 piques ? Exactement 2 as ?

2. Soient a,b,c,d telsque a + b + ¢ + d = 13.

Quel est le nombre de répartitions dans lesquelles les joueurs X, Y, Z, T regoivent

respectivement a, b, ¢ et d piques ?

21. On considére un jeu de hasard dans lequel la probabilité de gagner est égale a p, etcelledeperdrea ¢ =1 — p.

Soient m et n deux entiers strictement positifs.
Quelle est la probabilité de gagner n parties avant d’avoir perdu m fois ? On pourra remarquer qu’il suffit de prendre en

compte les m + n — 1 premiéres parties.

22. On dispose de trois urnes indiscernables ; la premicre contient deux boules rouges, la deuxieme deux
boules bleues et la troisiéme une boule rouge et une boule bleue. On choisit une urne au hasard, puis une boule dans cette urne.

Comment parier sur la couleur de la boule restant dans 1’urne ?

II Probas, quelques exercices plus ou moins théoriques

Exercice 23

Soient X et Y deux ensembles, 7 une tribu sur Y, et f une application de X vers Y .

Montrer que {f_l<B> ,B € T} est une tribu sur X .

Exercice 24

Soit (Q, A, P ) un espace probabilisé, et B un événement de cet espace.

1. Montrerque A5 ={ AN B, Ae A} estunetribusur 4.

2. Donner une CNS pour que la restriction de P a I’espace probabilisable ( B, A, ) soit une probabilité.

Exercice 25

Théorémes de limite monotone pour les mesures de probabilité

Soit (Q, T, P) un univers probabilisé, et soit ( 4, ) , une suite d’événements de T .
ne




n—1
Onpose B, = A, etpourtout n e N, B, = 4, \[ U Ak_lJ.
k=0

2. Montrer que les ensembles B, sont deux a deux disjoints, et prouver que :

e VnelN, LnJBk: LnJAk
k=0 k=0

+ +©
b Bn = An
n=0 n=20
+ oo N
2. Montrer que P A = lm P A .
(nUO nJ N =+ (nUO n\J

+ o0 N
3. Prouver que ]P’( N AnJ = Ngrrin(nﬂoAnJ .

n=0

Exercice 26

Lemme de Borel — Cantelli

Soit ( A, ) une suite d’événements mutuellement indépendants d’un espace probabilisé¢ (Q, 4, P ).
n e

Onnote 4 = ) [U AnJ.

peN nx>p
1. Interpréter I’événement A.

2. Montrer que si la série ( Z P (An ) ) est convergente, alors P (A) = 0.

neN

3. Montrer que si la série ( Z P (An ) ) N est divergente, alors P (A) = 1.

n e

Exercice 27

(a) Soit (€2, .A,[P) un espace probabilisé. Caractériser les A € A tels que, pour tout B € A, A
et B sont indépendants.

(b) Soit € un ensemble fini. Existe-t-il une mesure de probabilités sur (£2, P(€2)) telle que les
éléments de P(€2) soient mutuellement indépendants 7 Si oui, caractériser les probabilités
qui vérifient cela.

(¢) Soit 2 un ensemble de cardinal N € N* et [P une probabilité sur (£2, P(£2)). Soit (A, ..., A,,)
une famille d’évenements mutuellement indépendants, non négligeables et non presque
stirs. Montrer que 2™ < N.

Exercice 28

On choisit de maniére équiprobable 1’un des nombres entiers du segment { 1,..,n } .

Soit p € {1, vy I — 1} . On note Ap I’événement : « le nombre choisi est divisible par p » .

1. Calculer P ( 4, ) lorsque p divise n .

2. Montrerquesi p, et p , sontdes diviseurs premiers distincts de 7 , alors les événements A p, et A sont indépendants.

P

Généraliser.



3. Soit ¢ ( n) le nombre d’entiers inférieurs & n et premiers avec n . Montrer que : ¢ ( n) =n. H [1 - 1] .
p

p premier
p divisant n

III Probas, assez proche du cours

Exercice 29

Soient 4,,n € N,des événementsd’un espace probabilisable ( Q, T').Donner I’ écriture ensembliste des événements suivants :
1. aumoinsundes 4, estréalisé; 2. exactementundes 4, estréalisé;

3. exactement p des A, estréalisé (p € N ™ fixé); 4. un nombre infini d’événements 4, estréalisé.

Exercice 30

Montrer qu’il existe une unique probabilité P (& déterminer) sur ( N, ® ( N ) ) telle que :

VneN,5P(n+2)=6P(n+1)-P(n).

Exercice 31
Soit @ € R.Onpose P({1}) = a etpourtout neN", P({n+1}) = ]P’({n})

1. Pour quelle valeur de a définit — on ainsi une mesure de probabilité sur ( N*, @ ( N* ) ) ?

2. Déterminer alors P(2N*),01‘1 2N = {2n, n e N*}.

Exercice 32

On lance indéfiniment un dé. Pour tout i € N, onnote S, et 7, ’événement :

S, "le i lanceraméneun 6 ",et 7, : "le i '™ lancer améneun 5".

1. Ecrire a I’aide des événements S, et 7, les événements :

A : " Lapremiére apparition du 6 alieu aprés le 5™ lancer ".
B : " Lapremicre apparition du 6 a lieu aprés la premicre apparition du premier 5" .
C : " On obtient au moinsun 5 etauplusun 6".

2. Déterminer les probabilités des événements 4, B, C.

Exercice 33

Soit p € R telque 0 < p < E.Dans un pays, la probabilité qu'une famille donnée ait exactement »n enfants, n > 1, est égale

a — p". En outre, pour chaque naissance, la probabilité d’avoir un gargon est 1/2.

N | =

1. Calculer la probabilité ¢, qu’une famille n’ait aucun enfant.

2. Soient n € N " et k unentiertelque 0 < k < n. On considére une famille de n enfants.

Calculer la probabilité pour que cette famille ait £ garcons.

3. Soit £k € N. Calculer la probabilité qu’une famille ait £ gargons.

Exercice 34



On disposede N + 1 urnes numérotéesde 0 a N .Pour k e {O, e N} , ’urne numéro &k contient £ boules blanches, et N — k

boules noires. On choisit une urne au hasard, et on y préléve des boules avec remise.

1. Quelle est la probabilité que les n premiers tirages aménent n boules blanches ?
2. Quelle est la limite de cette probabilité lorsque N tend vers + oo ?
3. Sachantqueles n premierstirages ontamené n boules blanches, quelle est la probabilité qu’un tirage supplémentaire améne

encore une boule blanche ?

4. Quelle est la limite de cette probabilité lorsque N tend vers + o ?

Exercices divers

Exercice 35
1. Soit n € N". Une personne se trouve devant une porte fermée a clef (¢a c’est dommage...).
Elle dispose d’un trousseau de clefs (ouf, on est sauvé !') parmi lesquelles une seule ouvre la porte.
Elle essaye les clefs au hasard, une apres 1’autre, en éliminant au fur et & mesure les clefs inadéquates.
On suppose que le trousseau comporte n clefs.
Quelle est, pour & € { 1,..,n } ,la probabilité p, que la personne ouvre la porte au k ™ essai ?
2. D’un sac contenant n jetons numérotés de 1 a n, on tire successivement p jetons .
a. Quelle estla probabilité pour que le p ™ jeton porte un numéro supérieur ou égal aux numéros des ( p-1 ) premiers
jetons tirés, si les tirages se font avec remise ?

b. Méme question si I’on suppose maintenant que les tirages se font sans remise.

¢. Déterminer la limite des probabilités trouvées précédemment lorsque n — + o0,

Exercice 36
Dans une zone désertique, un animal erre entre trois pointd’eau 4, B et C.
ATinstant ¢t = 0, il se trouve au point 4.
Quand il a épuisé I’eau du point ou il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I’un des deux autres points d’eau. L’eau du
point d’eau qu’il vient de quitter se régénére alors.

Soit n € N.

Onnote 4, I’événement « I’animal esten 4 aprés son n-iéme trajet ».
On note B, I’événement « I’animal est en B aprés son n-iéme trajet ».
On note C , I’événement « I’animal est en C aprés son n-iéme trajet ».
Onpose a, =P (4,),b, =P (B,)etc, =P (C,).

l.a. Exprimer, en le justifiant, a , . | en fonctionde a ,, b, etc, .
1.b. Exprimerde méme b, . | et ¢, , ; enfonctionde a ,, b, etc, .

111 | 01 1
2. Onconsidérelesmatrices J = |1 1 1 |et 4 = 5 1 0 1

111 1 1 0
2.a. Calculer J " pourtout n € N.

2.b. Endéduire 4 " pourtout n € N.

3. Donner I’expressionde , 5 et pourtout n € N.



Exercice 37
. X Ay s . el 1
Deux personnes jouent a tour de rdle a un jeu ou I’on a une probabilité de % de gagner et 3 de perdre.

Le jeu s’arréte lorsqu’un des deux joueurs perd ou gagne. Est-il plus avantageux de jouer en premier ou en deuxiéme ?

Exercice 38

On munit P({1,2,...,n})?* de la mesure de probabilité uniforme. Quelle est la probabilité pour

que deux parties de {1,2,...,n} soient disjointes ?

Exercice 39
On dispose de deux jeux identiques de n € N ™ cartes chacun, dont les dos sont indiscernables.

Chacun de ces jeux est composé de n figurines représentant des animaux différents.

On choisit au hasard et simultanément une carte dans chaque jeu, formantainsi une paire de cartes, mise de c6té. On recommence

cela n fois ; on dispose alors de n paires de cartes.
0. Rappeler la formule du crible (hors-programme, mais que [’on admet dans cet exercice).

1. Quelle est la probabilité que les n paires d’animaux soient reconstituées ?

2. Soit k € {0,..,n—1},et k paires d’animaux fixées.

Quelle est la probabilité qu’au moins ces k paires d’animaux soient reconstituées ?

3. Montrer grace a la formule du crible que la probabilité p , qu’aucune paire d’animaux ne soit reconstituée est donnée par :

$ (-1

P, = .Montrerque lim p, = e .
k! n—+®
k=0
. * . \ . r .
4. Soit n € N . On considere n lettres L, ..., L , destinées respectivement aux personnes P, ..., P,
et n enveloppes E |, ..., £, adressées aux personnes P, ..., P, .On range chaque lettre dans une et une seule enveloppe.

a. Quelle est la probabilité pour qu’au moins une personne recoive la lettre qui lui est destinée?

b. Quelle est la limite de cette probabilité lorsque » tend vers I’infini ?

Exercice 40
Etant donnéun nombre positif 7 ,onprocédea n jets successifs d’une piéce de monnaie, en notant a chaque jetle coté apparent :

on obtient de cette fagon un résultat d’épreuve «, formé d’une suite de symboles F ou P . On désigne par O, 1’ensemble des

épreuves possibles. Par exemple, @ = ( F F PP ) appartienta Q , .

onpose: P,(4) = L(cardinalde A)

1. Etant donnée une partiec 4 de Q
2 n

n o

Montrer que P, est une mesure de probabilités sur Q , .
On désigne maintenant par 4, I’ensemble des épreuves @ qui ne contiennent pas trois symboles
successifs F,et’onpose: u, = PH(A,, ).Onadonc u1 = u2 = l,etl’on convientque uo = 1.

2.a. Pour n > 3, montrer que 4, est partitionné par les ensembles :
B,={®weA,/ o commence par P}
Ci={weAds/ ® commence par FP }

D,={®e A, / ® commence par FFP }



1

b. En déduire la relation de récurrence un = — u -1 + 7 Un-2 + 3 un-3 ,valable pourn = 3.

2

n

3.a. Montrer que pour z tel que |z| < 1,la série Z u, z" converge. On note f(z) sa somme.

n>0

2
b. Montrer, a I’aide du 2.b.,,que f (z) = 8 + 4z + 222 T
8 —4z - 2z° -z

Exercice 41

On lance deux pieces équilibrées indéfiniment. On note A,, I'événement « On obtient autant de
Pile que de Face lors des n premiers lancers ». On note p, = P(A,).

n 2 2
n n
(a) Montrer que 3 =
i—o \ k n
(b) Déterminer p,.
+oo
(c) Déterminer le domaine de convergence de la fonction x +— 3 p,a™.
|

Exercice 42

Soient n € N " et f e Cz([O,l],]R).Onpose:

Sn==6§[f(2k+lJ_f(§JJ’“ Hn:(2n+lﬂ2n+3)m(4n—0'

K=o 2n (2n)(2n+2)...(4n-2)

i : /(1) -r(0)

1. Avec I’aide de Taylor & Laplace, montrer que Lm}r S, = —
n 0

2. Déterminer . l_lfllw In (H n ) spuis 1_1)1riOO Im, .

3. On considére une urne contenantinitialement 2 » + 1 boules identiques au toucher, dont une seule est rouge, et les autres

noires. On effectue des tirages selon le schéma suivant : a chaque tirage, sil’ona tiré une boule noire, on la remet dans 1 ’urne
et on ajoute deux autres boules noires prises dans un stock annexe, avant de procéder au tirage suivant. La suite de tirages

s’arréte lorsque 1’on a obtenu la boule rouge. 4 ,, est’événement : « le n ™ tirage est effectué ».

Calculer p , = IP’(A,,) , puis nl_i)rriwpn .

Exercice 43

On considére une particule se déplacant sur N + 1 positions d'un axe, indexées par [0, n].
Lorsqu’elle est en position & € {1,...,n — 1}, la particule peut se dépalcer en position k + 1
avec probabilité p €]0,1/2[, ou bien en position k& — 1 avec la probabilité ¢ = 1 — p. On arréte
le processus lorsque la particule atteint 'abseisse 0 ou N.
On note u, la probabilité que la particule termine son parcours en () en ayant commencé a
I'abscisse a € [0,n].

(a) Que valent ug et un?

(l::r) Pour 0 < a < N, trouver une relation entre u,, u,_; et u, ;.

(¢) Quelle est la probabilité que le processus ne se termine pas?

Exercice 44

Soit E un ensemble fini de cardinal n € N ™,



1. On choisit au hasard une partie 4 de E. Soit k € {0, ..., n}.Quelle est la probabilité que 4 soit de cardinal & ?

On choisit maintenant au hasard et de facon indépendante deux parties 4 et B de E.
2. Quelle est la probabilité que ces parties soient disjointes ?

3. Quelle est la probabilité que A4 et B recouvrent E ?

Exercice 45

On lance deux pieces équilibrées indéfiniment. On note 4 , I’événement : « on obtient autant de Pile que de Face lors des n
premiers lancers ». Onnote p , = P (4, ).

2
1 2
a. Montrer que Y’ ( Z j = ( " j

k=0

b. Déterminer p ,.

Exercice 46
Soit n un entier supérieur ou égala 2 .On considére n joueurs J,, J,, ..., J, jouant I’un aprés I’autre dans I’ordre de leurs

indices.

A chaque joueur J, estimparti un événement 4, dont la probabilité de réalisation est un réel p, € ]O, 1[ . On notera
gy =1-p,,etl’'onpose g, = 1.Le jeu se termine lorsque I’un des joueurs réalise I’événement qui lui est imparti.

Lorsqu’aucun joueurn’a gagné, on recommence un tour, puis si de nouveau aucun joueurn’a gagné, on recommence un tour, and so
on,...
On note G, I’événement « le joueur J, gagne », et1’on suppose I’indépendance mutuelle de toutes les suites de résultats des coups
joués.

1. Déterminer la probabilité¢ de G, en fonction des réels (qj ) o
J € »

2. Montrer que le jeu se termine presque slirement aprés un nombre fini de coups.
3. Le jeu est dit équitable lorsque chaque joueur a la méme probabilité de gagner.

Déterminer une CNS sur les réels ( p k) pour que le jeu soit équitable.

ke O,n

On suppose désormais que le jeu est équitable.

S |-

4.a. Montrer que p; <

1
b. Onsupposeque p, = —.Pour k € 2,n ,déterminer p,.
n

5. Soit X la VAR égale au nombre de coups joués jusqu’a la fin du jeu. Déterminer I’espérance de X.



