Colles PC Exercice 2

1. Pour quelles valeursde a, b € R la série de terme général

Semaine 1 — 21/09/2026 () +aln(n+1)+bin(n+2)
est — elle convergente ?
2026-2027 Suites et séries numériques 2. Calculer alors la somme de cette série.

. Exercice 3
Exercice 1

1

Soient 4 € R, ,et f une application définie, continue sur I’intervalle ouvert Pour n e N*\ {1} ,onpose u, = ———— .
S (k)
I =]-4,4], avaleursdans R.Onpose J = I () R’ ,et]’on suppose que : k=2
e VixelJ,0<f(x)<x. 1. Déterminer un équivalent de u , lorsque » tend vers + o .
ee [ admeten 0 un développement limité de la forme : 2. En déduire la nature de la série > u, .
n>2

f(x) = x—ax* +0(xk),
0 Exercice 4

*
ou a € R, et k estun entier strictement supérieura 1. Soitenfin u , € J. . 14 . e . .
+ p 0 On consideére la suite (u " ) . définie par son premier terme u , strictement

n e
1. Montrer que 1’on définit bien une suite ( u, ) , par la donnée de son premier

n e o, . .
positif, et par la relation :V n € N, u

n+1

1
= —arctan(un ) Pour n € N, on
terme u , et par la relation de récurrence : 2
pose également : v = 2"u

n n*

VneN, u :f(un).

n+1

1. Etudier la suite (u . )

Prouver la convergence de la suite ( u, ) L déterminer sa limite. nel
ne

2. Montrer que la série Z u, est convergente.

2. Pourn e NetB € R ,onpose: Vn:”5+1—”5- n>0
Montrer qu’ilexisteun unique B € R tel que la suite ( v, ) ,, converge vers un réel 3. Etudier la suite ( V., ) DeN'
ne
L v
non nul . En déduire alors que u, ~ ((k = 1)an)i-% . 4. Prouver la convergence de la série Y In| —— |. On note K sa somme.
n=0 v n

3. Onpose u, = letpourtout n € N, u, :sin(un).Déterminerun . ) ) o )
5. Déterminer, en fonction de K, un équivalent simple de u , .

développement asymptotique a deux termes de u ,, .




Exercice 5

Soit (a ) . une suite de réels telle que Z a, converge,et a = o
") neN " "t

nx1

+ o0 + 0
Montrerque Zn(an—an+1)converge,etque Zn(an—anﬂ):zgn.
n=1 n=1 n=1

Exercice 9

Soit oo > 0. Déterminer la nature de la série de terme général

n 1

k=1]€a +(n —k)a

Exercice 6

Soit (u ., ) . une suite a termes réels positifs ou nuls. On pose pour tout n € N* :

u_ +u

n n+1

Fot U,

n

Montrer que les séries Z u, et Z v, sont de méme nature :
1. lorsque la suite (u n ) . est décroissante ;
n e

2. dans le cas général.

Exercice 10

1y o - 1
On consideére la série numérique ( z — . Donner un encadrement du
neN"

n

reste d’ordre n de cette série, puis un équivalent simple de ce reste.

Exercice 11

Soit x € ]0, 1[ . Convergence et somme de la série de terme général

"N 1

X

o
o0 klx

Exercice 7

Soit Z u , une série a termes positifs divergente. On pose pour tout n € N :
n=0

u,

(1+u0)(1+u1)---(1+un)‘

Nature et somme de la série numérique Z vV, .
nz0

vV, =

Soit f: N* — N" injective.

Exercice 12

1. Soit a < b dans N " tel que f(a) > f(b).Montrerque

(o) |

f(v)  f(8)  f(a)

2. Nature de la série de terme général

2
a

b? a’ b?

2
n

f(n)

Exercice 8

Soit (u,) . une suite de réels strictement positifs, et (,) . une suite définie

) 1 > .
par 7, R} et VneN,z = E(xn +T +u, ) Montrer que la série (Zun )"EN

est convergente si et seulement si la suite (mn )WEN est convergente.

Exercice 13

Etudier les séries de termes généraux :




Exercice 14

Soit (u ., ) _une suite de réels strictement positifs telle que :

neN

u

n a 1
o1 -2 40| = |,avec a > 1.
u n n

n

1
a. Soient B € ]1, OL[ et (vn) = —5 . Donner un développement

n
. v n+1
asymptotique de
v}’l
b. Comparer L et —2*L  En déduire la nature de Z u, (régle de Raabe —
u n v n
Duhamel).
. w, n+a
c. Soit (wn) telle que ——1 = ,avec a,b,w, > 0.
w n+b

n
i— Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a et b pour

que Y w, converge.
ii — Etudier la suite ((n +b - l)wn) lorsque b > @ + 1. On

s’intéresserad a,,, — a,,avec a4, = ln((n +b - l)wn).

en cas de convergence.

n

+ 0
iii — Calculer ) w,
n=0

Exercice 16

. 5 N 1
Soient a € R et,pour n e N , u, = Z —— —aln(n)
o 2k + 1
a. Déterminer un équivalenten +oo de u,,, —u, .

n

b. Pour quelles valeurs de a la suite (u ) est — elle convergente ?

Exercice 17

+

a. Limite ¢ de la suite de terme général « = cos (

b. Nature de la série de terme général v, — (.

Exercice 18

Etudier la série de terme général sin ( nyl+n ? ) .

Exercice 15

On pose lorsque cela a un sens :

Domaine de définition et calcul de S'.

Exercice 19
1. Question de cours : équivalent des sommes partielles de la série harmonique.

n"e "\n

2. Soit (u " ) la suite définie par u , = '
n!

u
Lo Loz n+1
Donner la nature de la série de terme général v, = In| ——

u,

En déduire ’existence d’une constante C > 0 telleque n! ~n"e ™" yn .

A T’aide de la formule de Stirling, rappeler la valeur de C.



Exercice 20

Nature des séries suivantes, dans lesquelles a est un reél fixé:
1\ n 1-4\° n 1-4-7\ n
3 3.6 3-6-9
1\ n 1-3\“ n 1-3-5\° n
2 2.4 2-4-6

Exercice 21

Soit (up)n=0 une suite a termes réels strictement positifs. Pour tout n € I, on pose:

Un Un ; Un
-Un = y T_;_Jn = —, n — T——a
1+ up 1+ nuy, 1+ n2u,
+00 +oo 400 +oo
Comparer les séries > un, Y Un, ». Wy et Y tn.
n=0 n=0 n=0 n=0

Exercice 22

+oo

Soit (1, ), une suite a termes réels positifs. Montrer que, si la série >~ u,, converge,
n=>0

la série de terme général ,/u,u,s; converge. Montrer que la réciproque est fausse en

général, mais qu’elle est vraie lorsque la suite (uy,),,~o est décroissante.

Exercice 23

+oo
Nature de la série Y uy,, ol
n=2

Exercice 24

Nature de la série:

ou a estun réel fixé.

Exercice 25

Soient p € Net a,, ..., a, € C. Pour tout n € N*, on pose:

H ¥

P
Up = E a; In(n + j).
j=0
. +o0
A quelle condition la série " u, converge-t-elle? Calculer alors la somme de cette série.
n=1

Exercice 26
Soit (un)n=1 une suite réelle telle que la série Y w2 converge. Montrer que la série

n=1
suivante conve rge:

+00 49
D
2 ?
n
n=1

olt Sp = u, +u, +---+uy pour tout n € N*. On pourra utiliser le procédé de sommation
d’Abel.



Question de cours
- Convergence d’une série a terme général complexe :

Soit une série  »'  u, de terme général complexe.

nzn,

Alors, > u, convergesietseulementsi »  Re (u n ) et > Im ( u, )

nzn, nzn, nzn,
+ o0 + o0
convergent, et lorsque tel est le cas : Re Z u, | = Z Re(un) et
n=mng n=mng
+ o + 0
Im z u, | = Z Im(un).
n:no n:no

- Théoréme de comparaison pour les séries a terme général positif.
- La convergence absolue entraine la convergence.
- Nature des séries géométriques et dérivées secondes ; somme en cas de convergence.

- Convergence et sommes des séries exponentielles : cas réel ou cas complexe.

- Nature des séries de Riemann
- Nature des séries de Bertrand
- Reégle de d’Alembert

- Théoréme spécial des séries alternées




