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I VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

1. Variables aléatoires a densité ; densité de probabilité d’une variable a densité

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé ( Q,.7,P ) .

e Définition 1 : Variable aléatoire a densité

On dit que X est une variable aléatoire a densité, ou variable aléatoire absolument continue ( vac ), lorsque sa fonction

R > R

de répartition F, : vérifie les deux propriétés suivantes :
P X [ X B ]P’(X < x) prop

i— F, estcontinuesur R;

ii— Fy estdeclasse C "sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.

e o Définition 2: Densité de probabilité d’une vac

Soit X une variable absolument continue.

On appelle densité ( ou densité de probabilité ) de X toute application f , telle que :

i— fy estavaleursdans R | ;

ii— Pour tout réel x, sauf éventuellement en un nombre fini de pointsde R : fy (x ) = F (x) .

e e e Remarque
Ne jamais parler de la densité d’une vac X, mais d’une densité de X : il ressort en effet clairement de la définition qu’iln’y a

jamais unicité.

2. Caractérisation — théorémes d’existence

a. Caractérisation des fonctions de répartition des variables a densité

Proposition admise

Soit F' une application de R dans R . On suppose que :
(1) F estcontinue sur R ;

2) F estdeclasse C' sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.

(2)
(3) F est croissante sur R ;
(4) lim F(x)=0 etxgnle(x)zl.

Alors il existe un espace probabilisé ( Q, T, ]P’) et une variable aléatoire absolument continue X sur ( Q. 71,P ) tels

que F soit la fonction de répartition de X .




b. Densités de probabilité et densités de probabilité de var.

Définition : densité de probabilité

Soit f une application de R dans R. On dit que f est une densité de probabilité lorsque :

(1) festavaleursdans R " ;

(2 ) f est continue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points ;

+ oo

(3) ij(t)dt converge, et If(t)dtzl.

— 00

Proposition a nouveau admise

Soit /" une application de R dans R. On suppose que :

(1) f estavaleursdans R " ;

( 2 ) f est continue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points ;

(3) Tof(t)dt converge, et Tof(t)dt =1.

Alors il existe un espace probabilisé ( Q. T, IP’) et une variable aléatoire absolument continue X sur ( Q, T, ]P’) tels

que f soit une densité de X .

Remarques :

1 _  Autrement dit, | toute densité de probabilité est une densité de probabilité d’une variable aléatoire réelle |

2 _  Les réciproques des résultats énoncés en a. et b. sont immédiates.

3. Densités de probabilités d’une vac
a. Quasi — égalité des densités d’une variable aléatoire absolument continue

Comme on I’a vu, une variable absolument continue n’admet pas une unique densité. Cependant, on a le résultat suivant :

Proposition

Soit X une variable absolument continue, soient f et g deux densités de X .

Alors f et g sont égales, sauf éventuellement en un nombre fini de points.

Preuve

C’est immédiat : si I’on note F , la fonction de répartition de X, f et g sont, par définition, égalesa F .’ sur R

éventuellement privé d’un nombre fini de points. Les fonctions f et g sont donc égales, sauf éventuellement en un nombre fini

de points.

b. Réciproque du point précédent

Proposition

Soit X une variable absolument continue, et soit f une densité de X . Soit g une application de R dans R.
Alors g estune densité de X si et seulement si :
1. g estavaleursdans R ™ ;

2. f et g sont égales, sauf éventuellement en un nombre fini de points.

Preuve

C’est, a nouveau, une conséquence directe de la définition d’une densité de probabilité d’une vac.



4. Appartenance a un domaine de R et univers — image
a. Expression de la probabilité d’appartenance a un intervalle

Proposition

Soit X une variable a densité. On note F  la fonction de répartition de X', et fy une densité de X . Alors :

e Pourtout x € R : |]P’(X=x)=0|.

ee Pourtout (a,b) e R*telque a < b :

Fy(b)-Fy(a) = P(Xe[a,b]

Les formules analogues restent vraies lorsque @ = —o ou b = + o, a condition de remplacer Fy ( b ) ou

Fy (a) parles limites correspondantes (1 en + o0, 0 en — o).

Preuve

e Pourtout x € R, pourtout & > 0, 1"événement (X = x) estinclus dans I'événement (X € Jx — &, x]),on

adonc P(X =x)<P(Xe]x-gx])Or(X<x)=(X<x-g)u(Xel]x-gnx]),etcete

réunion est disjointe, par conséquent P (X < x) =P (X <x —¢) + P(X e ]x — &,x]), puis:
P(Xelx-—ex])=F,(x) - F,(x—-¢).

Il résulte de ce qui précéde que 0 < P (X =x) < Fy (x) = Fy (x —¢).

La continuité de F , assure que lim ( Fy(x) - Fy(x—-c¢) ) = 0, on a donc, par encadrement et passage a la
e—>0

limite:| IP’(sz)=O|.

ee Soit(a,b) e R”telque a <b.Ona

Fy(b)-Fy(a) =P(X<b)-P(X <a)
=P(X<b)-P(X <a) car P(X =a)=0
= ]P’(Xe ]—oo,b])—IP(Xe]—oo,a])
= ]P’(Xe [a,b]),

car ici encore X € |-, b] = (X €]-,a] ) U (X € [a,b] ),etl’unionestdisjointe.
Fy(b)-Fy(a)=P(X e[a,b[)=P(X e]a,b])=P(X €]a,b])
en découlent, compte — tenu du faitque P(X = a) = P(X =b) = 0.

Enfin, puisque [y = F,’, sauf éventuellement en un nombre fini de points, on a bien

Fy(b)—-Fy(a) = Jb'f(z)dz.



b. ... et plus généralement...

De maniere générale, pour tout domaine D de R sur lequel la notion d’intégrale a un sens :

P(XxeD)=[s(t)d

On admet cette généralisation d’importance CAPITALE.
c. Univers — image, densités et fonction de répartition
Soit X une variable a densité, définie sur un espace probabilisé ( Q. 7,P ) .Onnote Fy la fonction de répartition de X,
et fy une densité de X .
Soient a la borne inférieure de X ( Q ), et b sa borne supérieure. Alors :
e [y estnullesur R\ X (Q), sauf éventuellement en un nombre fini de points.

ee Pourtout x < a, FX(x) = 0,et pourtout x = b, Fy (x) =1.

Plus précisément :

e Etant donné un domaine D de R, D est presque sirement égal & X ( Q ) si et seulement si f  est non nulle
sur D etnullesur R \ D, le tout a un ensemble fini de points pres.

e o [ a fonction de répartition de X est constante sur tout intervalle inclus (a un ensemble négligeable prés) dans R \ X ( Q ) .

5. Loi d’une variable aléatoire a densité

Lorsque I’on dispose d’une densité f d’une variable aléatoire X, on peut, grace a la formule vue ci — dessus :

P(XeD)=f(t)d

déterminer P ( X €D ) , pour tout domaine D raisonnable. Lorsqu’on le fait, une source d’innombrables erreurs est de ne pas

se préoccuper de X ( Q ) (correspondant, a un ensemble négligeable prés, au domaine de non — nullité de f: cf. 4.c.).

D’ou la convention suivante :

Lorsque 1’on demande de déterminer la loi d’une variable aléatoire a densité X, cela signifie :
o préciser X (Q) ;

o o donner une densité de X .

Soient maintenant deux variables aléatoires X et Y, admettant respectivement pour densités des fonctions f , et fy .

11 est facile de vérifier que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i— pourtout D « domaine raisonnable »de R, P(X € D) =P (Y € D);
ii— fy et fy sontégales, sauf éventuellement en un nombre fini de points.

Par conséquent :

On dira que les vac. X et Y suivent la méme loi lorsque 1’une des propositions équivalentes suivantes est vérifiée :

i — X et Y admettent des densités f , et f, égales, sauf éventuellement en un nombre fini de points ;

ii— X et Y admettent une densité commune.




IT LOIS CONTINUES USUELLES

1. Loi uniforme sur un intervalle de longueur finie non nulle

a. Définition

Soient a et b deux réels tels que a < b, etsoit X une var définie sur un espace probabilisé (Q, T, IP’) .

On dit que X suit la loi uniforme sur [a, b ], etonnote X = U ( [ a,b ] ), lorsque X est une variable aléatoire

absolument continue, telle que :

i— X (Q) estpresque sirement égala [a, b] ;

ii — X estune variable aléatoire a densité, admettant pour densité la fonction [ =

1
. s si a<x<bh
La fonction f est donc définiepar: V x € R, f (x) =< b—-a
0 sinon
b. Vérification
o e sia<x<bh e .
e L’application f définiepar V x € R, f ( x) =9 b—-a est définie sur R , a valeurs

0 sinon

positives, continue en tout point saufen a eten b .

+ o0 b
e o De plus, I'intégrale j f(t)dr = j S (¢ )dr estclairement convergente, et

— 0

ij:f(t)dzzz[f(t)dt = bigidt:l:

L’application f est donc bien une densité de probabilité.

c. Fonction de répartition

Soit a et b deux réels tels que a < b , etsoit X une var. de loi ’U( [ a,b ]) ; déterminons la fonction de répartition de X .

1

Une densité de X est la fonction f = b—l [a.6] 5 cette fonction étant nulle sur R \ [ a,b ] , on sait que pour tout x < a,

—a

P(X < x) = 0,etquepourtout x > b, P(X < x) = 1. Soit maintenant un réel x appartenanta [a,b].Ona:

X X
P(X <x)= jf(t)dtz jf(t)dt car f estnullesur |-, a|
1 X
= dr
b—a;[ ’
dou: P(X <x) = Z_
0six<a
Ainsi, | la fonction de répartition de X estdonnée par: V x € R, IP’(X < x) = Z_ @ sia<x<h
-a
1six>b




Représentation

Cr

bh-a /
0 X

Allure des courbes représentatives C et C , de la fonction de répartition et d’une densité d’une VAR de loi U( [a,b] ) .

d. Propriétés et remarques

Soient a et b deux réelstelsque a < b.

e Lorsque I’on dit, sans autre précision, que 1’on choisit un réel " au hasard " entre a et b, il est sous — entendu que 1’on

modélise le nombre choisi par une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur le segment [ a,b ] .
Soit X une variable aléatoire de loi U ([ a,b ] ) . Alors :
e X est presque sirement a valeurs dans [a,b] : lP’(X € [a,b]) =1.

{
b-a

e Pour tout intervalle / de longueur ¢ inclus dans [a, b] : IP’( X el ) =

e De méme que I’on a défini la loi uniforme sur [ a,b ] , on peut définir des lois uniformes sur [ a,b [, ] a,b ] et

] a,b [ : par exemple, une var. Y suit la loi uniforme sur ] a,b [ lorsque Y est une var. absolument continue,

1]a,b[(x)'

Les quatre notions coincident, car les densités sont égales sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.

1

—da

admettant pour densité la fonction x +—

e De maniére générale, D étant un domaine de R, intervalle de longueur finie non nulle ou réunion finie d’intervalles de

longueurs finies et non toutes nulles, on dit qu’une var. X suit la loi uniforme sur D lorsque X est une var. a densité,

1
IR

ou ( ( D ) désigne la longueur de D, définie comme la somme des longueurs des intervalles disjoints le composant.

presque stirement a valeurs dans D, et admettant pour densité la fonction x

e [l n’existe pas de loi uniforme sur R, ou sur un intervalle non borné de R.

2. Lois exponentielles

a.

Définition

Soit A un réel strictement positif, et soit X une variable aléatoire réelle.

On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre A, etl’onnote X == E (k ) , lorsque :

i — X estpresque siirement a valeurs dans R © ;

ii — X estune variable aléatoire absolument continue, admettant pour densité la fonction




f:xr—)ke‘”lR+(x).

—AXx . >
f estdonc définiepar V x € R, f(x)z{}Me stx 20
0 sinon
b. Vérification
“Ax - >
e L’application f définiepar V x € R, f ( x) = { » eO s.1 x 20 est définie sur R, & valeurs positives,
sinon
continue en tout point saufen 0.
4 4
. _ _ -4 . a4\ _
ee Deplus, pourtout 4 > 0 : If(z)dt—If(t)dt—l—e .Ona lim (l—e )—l,donc
A—>+w
) 0

+ o0

+ o
jf(t)dt est convergente, et jf(t)dt =1.

— 00

Par suite, la fonction f est bien une densité de probabilité.

c. Fonction de répartition

Soit A un réel strictement positif, et soit X une variable aléatoire de loi f( A ) ; déterminons la fonction de répartition F

de X . Une densité de X estlafonction f: x > Ae ** 1]R+ (x),quiestnulle sur | — o0, 0[ ; on a donc pour tout

X
x<0:Fy(x)=0,etpourtout x > 0: Fy(x) = Jke‘” dt = [—e‘”}x =1-e ",

0
0

Ainsi, la fonction de répartition de X est donnée par|V x € R, Fy(x) =

l-e ™ six>0
0 sinon

Allure des courbes representatives C . et C , de la fonction de répartition et d’une densité d’une var. de loi E(A ) .

d. Remarque

Les lois exponentielles sont souvent utilisées pour modéliser des phénomeénes chronologiques, par exemple une durée de vie

ou un temps d attente dans un processus continu.

e. Propriété d’amnésie des lois exponentielles
Les lois exponentielles sont caractérisées, parmi les lois absolument continues, par la propriété d’amnésie, déja rencontrée

dans le cas discret a propos des lois géométriques ; le but de I’exercice qui suit est d’établir ce fait.



Exercice 6
Soit X une var. absolument continue, a valeurs dans R *, et telle que pourtout r € R* , P(X > 7) > 0.
1. On suppose que X suit une loi exponentielle f( A ) ,avec A > 0.
Montrer que pour tout (¢, h) € (R*)z Py (X >t+h) = P(X>h).

On dit alors que la loi de la var. X possede la propriété d’ amnésie, ou qu’elle est sans mémoire.

On suppose désormais que X obé€it a une loi sans mémoire, ie. que
V(t,h)e(RY)?, Py, (X >t+h) = P(X>h),
et ’on cherche a démontrer que X suit une loi exponentielle.

Onnote G y la fonction de surviede X, définiesur R " par: V ¢ >0, G, (t)= P(X > 1).

2. Montrer que G , vérifie les propriétés suivantes :

1) G est continue sur R *
(2) Gy (0)=1
2
(3) V(x.»)e(RT) , Gy(x+y) = Gy(x)Gx(y)
3. Montrer que G , estde classe C "sur R* (on pourra utiliser la relation (3) , et intégrer).

4. Montrer que G y estsolution sur R * de I’équation différentielle :

{f(o):l

(£) VxeR", f7(x)=f(0) f(x)

5. Déterminer G , , puis conclure.

3. Lois normales

a. Définition

Soient m unréel, ¢ un réel strictement positif, et soit X une variable aléatoire réelle.
On dit que X suit la loi normale de paramétres m et ¢, et onnote X —= N ( m, G ) , lorsque X est une

variable aléatoire absolument continue, telle que :

i — l’'univers —image de X estégal & R, a un ensemble négligeable prées ;

1 - 262

G./Zﬂ

ii — X estune var. absolument continue, admettant pour densité la fonction f: x

1 - .
e 2 estunedensitéde X.
J2m

Laloi ( 0,1 ) est appelée loi normale centrée réduite, pour des raisons qui deviendront rapidement claires.

En particulier, X suit la loi (0, 1) lorsque f: x

b. Vérification

L’application f: x > e est définie sur R, a valeurs positives, continue sur R.



De plus, pour tout ( 4, B) € R?

n —

f(t)de = cJ2_I

e}
changement de variables x = L= ™ On obtient : I f(t)de = I e 2 dr.
c ’

+ oo Xz

Or on sait que I’intégrale I e 2 dx converge, et est égale /2 7 . On en déduit, en faisant tendre 4 vers — o, puis
—
B-m

XZ

B s xZ + o0
B vers +oo dans | f(t)dt = —— e 2 dx,que /() dt converge, et que
‘,[ ( ) \/ 2 T 4 Im _jm

c

+ oo X

j f(t)de = ! j e 2 dx =1: lafonction f estdonc bien une densité de probabilité.

J2m oo,

Remarques
_u-m?

: : . S 17 2 . .
e Il n’est pas possible d’exprimer la fonction de répartition x > j e 2° dt¢ d’une var. de loi normale a
0

G«/ 2n
I’aide des fonctions usuelles.

e On trouve parfois la notation N ( m,c? ) pour NV ( m,c ) : on s’attachera donc a lire soigneusement 1’énoncé afin

de prévenir tout risque de confusion.
e Les lois gaussiennes sont d’une importance capitale, car ce sont des lois limites par excellence : on reviendra sur ce

point dans le chapitre convergence et approximations, a suivre...

Sur la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite
Notations

La fonction de répartition d’une var. de loi normale centrée réduite est habituellement notée @ , et sa densité

x2

1 -

e 2 senote .
J2n

X =

Propriété

L’application ¢ est paire, etilenrésulteque |V x e R, ®(-x)=1- @ (x)

Représentation




III FONCTIONS D’UNE VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

1. Le probléme
Soit X une variable aléatoire réelle absolument continue définie sur un espace probabilisé ( Q,T7,P ) , et soit u une
fonction définie sur X ( Q ) .Onpose ¥ =u ( X ) On admettra toujours, pour des raisons pratiques, que Y est une

variable aléatoire (cela nous est nécessaire, puisqu’on n’a pas au programme du concours AST1 de définition des var. dans
leur généralité). Moyennant quoi, se posent encore les questions suivantes :
Y est — elle une variable a densité ?

Si la réponse affirmative, quel lien y a — t — il entre les densités de Y et cellesde X ?

2. Contre — exemples et exemple
e Considérons pour commencer une variable absolument continue X et I’application u constante égale & a sur R.

Y =u ( X ) est alors la variable aléatoire certaine égale a a . Or une variable certaine n’est pas une variable a densité.

D’ou une premiére réponse (négative) au probléme posé :

Une fonction de variable a densité n’est pas nécessairement une variable a densité.
e o (Considérons maintenant une variable aléatoire absolument continue X de loi exponentielle de paramétre A > 0, c’est—a —

re M six >0

dire une variable aléatoire admettant pour densité I’application f définie par: f (x) = { 0 i
sinon

Posons pourtout x € R: u (x) = Lx + IJ ( L J signifiant ici « partie entiére »).
On démontre alors que ¥ = u (X ) est une variable aléatoire discréte, suivant la loi géométrique G ( 1-e* ) .
e o o Troisiéme et dernier contre — exemple, en exercice :

Soit X une vac. suivant la loi normale centrée — réduite, et soit u : x — (|X | + X )

N | =

Montrer que ¥ = u ( X ) n’est ni une variable aléatoire a densité, ni une variable aléatoire discreéte.

e e o o Un résultat positif pour finir (premier théoréme de transfert, ou théoréme de transfert pour la loi) :

Soit X une variable aléatoire a densité sur un espace probabilisé ( Q,7,P ) ,soit f, une densité de X.

Soit u une application de classe C' sur un intervalle / contenant X ( Q ),et telle que # ’° ne s’annule pas.

Alors Y = u (X ) estune variable a densité, et une densité de Y est: [}, = (K—X,'Jou_l xlu(l) .
u

Ce théoréme ne nous serait pas tres utile en pratique. Il est de toutes fagons hors-programme.

3. La pratique
a. Le principe
Soit X une variable aléatoire réelle absolument continue définie sur un espace probabilisé ( Q,T7,P ) , et soit u une
fonction définie sur X (Q ).Onpose ¥ = u (X ).

La méthode pour déterminer la loi de Y est:

e de déterminer, aussi précisément que possible, I'univers — image Y ( Q ) .

10



Ensuite :

ee (Casrare)SiY ( Q ) est fini ou dénombrable, Y est une variable aléatoire discréte. Dans ce cas, on cherche a
déterminer P (Y = n ), pourtout n dans ¥ ( Q).
see SiY ( Q ) n’est ni fini ni dénombrable, (ce qui laisse espérer que Y sera une variable a densité) :

o On détermine la fonction de répartition 'y de Y en fonction de celle de X .
oo Onvérifie soigneusement si F est continue sur R, de classe C ' sur R éventuellement privé d’un

nombre fini de points.

ooo  Sitel est bien le cas, on peut conclure que Y est une variable a densité, et I’on obtient une densité de Y en
dérivant F, 1a ou c’est possible.

On est prié de faire, soigneusement, toutes les vérifications voulues avant de dériver sauvagement la fonction de

répartition...

IV MOMENTS DE VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

1. Espérance d’une variable aléatoire a densité

a. Définition

Soit X une variable aléatoire réelle absolument continue.

+ o0
On dit que X admet une espérance si et seulement si I’intégrale '[ tf ( t ) d¢ converge absolument, et dans ce cas
o0

I’espérance E( X) de la var. X est le réel défini par : E( X) = j

b. Propriétés de ’espérance

Les propriétés de base de 1’espérance connues pour des variables aléatoires discrétes, s’étendent au cas de var. a densité :

Proposition

Soient X et Y deux variables aléatoires (discrétes ou a densité) a densité définies sur le méme espace probabilisé,

admettant une espérance. Alors :

Linéarité de ’espérance :

Pour tout réel o, lavar. a X + Y admet une espérance,et | E(a X + V) = aE(X )+ E(Y)

Idempotence de I’espérance :

E(E(X)) existe,et| E(E(X)) = E(X)

Isotonie ( « croissance » ) de I’espérance :

Si X <Y presque sirement, i.e.si P(X <Y ) =1,alors| E(X) < E(Y)

Nous admettrons ces résultats, qui ne sont pas forcément des évidences (la linéarité, notamment, est une conséquence du

théoréme de transfert pour 1’espérance d’une fonction d’un couple de var., HP en AST1)

¢. Théoréme de transfert

On admet également le résultat suivant :

11



Théoréme de transfert (ou théoréme de transfert pour I’espérance)

Soit X une variable aléatoire absolument continue, de densité f. Soit ¢ : X ( Q) > R.

On suppose que ¥ = ¢ ( X ) est une variable aléatoire.

+ o0
Alors Y admet une espérance si et seulement si _[ [0} ( t ) fx ( t ) dr converge absolument, et dans ce cas :

— 00

E(Y) = T 0(t)fy(t)adr

Remarque
L’importance de ce théoréme dépasse de loin celle du théoréme de transfert pour la loi, énoncé précédemment a titre
d’exemple, et on le répéte HP en AST1 ; lorsque I’on parle du théoréme de transfert, il n’y a pas d’ambiguité : c’est du

théoréme de transfert pour I’espérance qu’il s’agit.

2. Moments d’une var a densité

a.

Définition
Soit X une variable aléatoire réelle absolument continue, et soit f* une densité de X .
Soit » € N ™ un entier strictement positif.
On dit que X admet un moment d’ordre » si et seulement si [ ( X" ) existe. Dans ce cas, le moment
d’ordre » de X estleréel m (X ) définipar m,(X ) = ]E(X" )
Il résulte alors du théoréme de transfert que

+ o0
La variable aléatoire X admet un moment d’ordre r si et seulement si ’intégrale j t"f ( t ) d¢ est absolument

— 00

r P r
convergente, et dans ce cas m,(X)zE(X )=J t"f(t)dt
— 0
Remarque

. , 9 , + 3 .
11 est facile de démontrer que lorsque 1’intégrale j t"f ( t ) dt converge, sa convergence est automatiquement absolue.

+ oo
Malgré cela, on est pri¢ de montrer qu’on connait son cours, que 1’on sait que 1’expression m ,. ( X ) = J‘ t"f ( t ) dt provient
—

du théoréme de transfert... autrement dit, on est prié de ne pas oublier de vérifier I’hypothése d’absolue convergence.
Exemple

. iy . . 2 1 L. . . .
Soit X une vac admettant pour densité la fonction f: x — x_3 [1,+ 0] (x) (on vérifierait facilement que | est bien

une densité de probabilité). Montrons que X admet un moment d’ordre 1, mais ne possede pas de moment d’ordre 2 .

. + o . +®
e Lafonction f étant nulle sur |— oo, 1], la convergence de Lw x f(x)dx équivaut a celle de L xf(x)dx,et

en cas de convergence ces deux intégrales sont égales. Or pour tout 4 > 1 :

12



4
4 4 4
L xf(x)dx = L x%dx = {—E} =2 - % ;onadonc lim . xf(x)dx = 2, et ceci assure la convergence

A— +oo

+ o0 + o0

. w 2 o . .
de I’intégrale I . xf( x) dx = J: x_2 dx, ainsi que 1’égalité I . xf( X ) dx = 2. La convergence est absolue puisque

la fonction intégrée est a valeurs positives, donc | X admet un moment d’ordre 1|, et m,( X ) = 2.

e Pourtout 4> 1: [“x?f(x)ar = [*Zar =2In4. Onendéduitque fim [ "2 £(x)dv =+, etil
X

- + 0

+ o0

s’ensuit que 1’intégrale I X zr ( X ) dx diverge ; par conséquent, | X n’admet pas de moment d’ordre 2 | .

c. Propriétés

Proposition 1

Soit X une variable aléatoire réelle absolument continue, et soit 7 € N * un entier strictement positif.

On suppose que X admet un moment d’ordre .

Alors, pour tout entier s € {1,...,7} , X admetun moment d’ordre s .

Démonstration
Soit f une densité de X, etsoit s € { L ..,r } . Montrer que X posséde un moment d’ordre s revient a montrer que

+ o0

I’intégrale I t°f(t) dr estabsolument convergente.
o0

e Ona,pourtoutréel ¢ telque [#| >1:0 < |¢|*<|¢|", donc 0 <

tsf(t)‘ < ‘t’f(t)‘.Orparhypothése,

+ 0

t rf( t ) dt est absolument convergente, et il s’ensuit que les intégrales J‘ t"f(t)dt et J.IM t rf( t ) dr

I’intégrale I
. L s ., -1
sont elles aussi absolument convergentes. Des considérations précédentes, il résulte que les intégrales I t*f ( t ) dr et
— o0
+ o0 .
.[ t* f(t)dt sontabsolument convergentes.

1

e o D’autre part, pour tout réel ¢ tel que |¢| < 1,0na |¢|* < 1, etdonc, puisque / esta valeurs positives,

cr Yre s + o0 .oord
1 f(¢ )‘ < f(t).La fonction f étant une densité, 'intégrale I f(t)dt converge, et a fortiori I S (7)dr est
Cw _
convergente. On déduit de ce qui précede et du critére de convergence par majoration pour les intégrales de fonctions a
1
valeurs positives que I’intégrale I 1t °f ( t ) dt est absolument convergente.

+ o

e e o Par suite, ’intégrale I t°f ( t ) dt est absolument convergente, ce que 1’on voulait démontrer.

Proposition 2

Soit X une variable a densité bornée. Alors X admet un moment de tout ordre.

Démonstration

Dire que X est bornée revient a dire qu’il existe unréel M > 0 telque X (Q) < [-M, M | ;sitel est le cas, X admet

une densité f nulle en — dehors du segment [ —M , M | . Cette fonction f* est continue sur [ M, M | éventuellement privé

d’un nombre fini de points, et pourtout r € N* : V ¢t e [-M, M ], ‘t"f(t)‘ <SM"f(t).

13



M . + o0 . . .
L’intégrale M " .[ Mf ( t ) dt = M’ j f ( t ) dr est convergente ; le critére de convergence par majoration pour les
— — 00
- . o e +o Mo,
intégrales de fonctions positives assure alors que I’intégrale _[ t" f ( t ) dr = I Mt f ( t ) dr est absolument
o -
convergente, et que X posséde un moment d’ordre 7.
Remarque

Ce résultat s’étend naturellement au cas ou X est presque slirement bornée, i.e. au cas ou il existe un réel M > 0 tel que

P(X e[-M,M])=1.

3. Variance et écart — type
a. Variance

Définition

Soit X une var. a densité admettant une espérance.

On dit que X posséde une variance si et seulement si la variable aléatoire ( X - E( X ) ) possede une espérance, et

dans ce cas on définit la variance de X, notée V(X),par: V(X) = E((X - E(X))z)

Proposition (Formule de Huygens — Koenig)

Soit X une variable aléatoire a densité. Alors

i — X possede une variance si et seulement si X posséde un moment d’ordre 2 ;

ii— Lorsque X posséde une variance: | V(X ) = E(Xz) - E(X)2

Démonstration

i — o Considérons tout d’abord une variable aléatoire 7', ainsi qu'unréel a ; supposons que 7 admet un moment

d’ordre 2. Alors T admet également un moment d’ordre 1 : les variables aléatoires 7 >, a T et a admettent toutes trois
une espérance, et, par linéarité, il en résulte que [E ( T2 +2aT + a* ) =E ( ( T +a ) ) existe. Nous avons ainsi

démontré que si une variable aléatoire 7 admet un moment d’ordre 2, alors, pour toutréel a, lavar T + a admetun

moment d’ordre 2 .

Revenons maintenant a notre variable aléatoire X .

ee Si X posséde un moment d’ordre 2, alors X possede également une espérance. On applique ce qui précede avec
a=- E( X ) ,etonendéduitque ¥ = X + a posséde un moment d’ordre 2. Ainsi, E( ( X - E( X))2 ) existe, ce

qui signifie que X posséde une variance.

ee e Si X admetune variance, alorslavar ¥ = X — E( X ) existe et posséde un moment d’ordre 2 . On applique a

nouveau ce qui précede, avec cette fois —ci a = ]E(X ) ;onendéduitque X = Y + a posséde un moment d’ordre 2 .

ii — On a démontré que X posseéde une variance ssi X possede un moment d’ordre 2 . Si tel est le cas, on a de plus :

v(x)

B((X-B(X))")=B(x*-2B(x)+E(x)*)

E(X?)-2E(X)E(X)+E(X) =BE(x?)-E(x)",

et ceci achéve la démonstration.



Propriétés

Proposition

Soit X une var a densité admettant une variance. Alors :

i- V(X)>0.

ii— Pourtout (a,b) e R?, lavac a X + b posséde une variance, et V(aXx +b) = an(X).

Démonstration

i — On sait déja que V(X ) = E( ( X -E(X) ) 2 ) > 0, car (X - EB(X) ) ? est a valeurs positives ; il nous reste
donc a vérifier que V( X)) # 0. Raisonnons par I’absurde : supposons V( X) = 0. Alors :

_[j: (t -E(X) ) ? f(t) dr = 0.Comme la fonction ¢ > (t -E(X) ) 2 f(t) esta valeurs positives, on en déduit
que cette fonction est nulle en tout point ou elle est continue, donc sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.
Ortm— ( t-E(X) ) ne s’annule qu’en un point ; la fonction f est donc nulle, sauf peut — étre en un nombre fini de
points. Par suite, Ij: (e ) dt = 0, ce qui contredit la définition d’une densité. L hypothése formulée est donc absurde, et
il s’ensuit que V(X) > 0.

ii — La linéarité de I’espérance assure que E(aX + b) existe,etque E(aX + b) = aE(X ) + b.

Nous avons donc ((aX + b) - E(aX + b))2 = az(X - E(X))2 ; on en déduit I’existence de V(aX + b),
ainsi que égalité : V(aX + b) = E((aX +b) - E(aX + b))2 = azE(X - E(X))2 =a’V(X).
Ecart — type ; variables centrées réduites

Les définitions ci — dessous sont analogues a celles qui ont cours pour des variables aléatoires discretes :

Définition 1

Soit X une variable aléatoire absolument continue possédant une variance.

On définit I’écart — type de X, noté o( X ),par | o( X ) = V(X)

Remarque

Cette définition a bien un sens, car la variance de X est positive.

Définition 2

Soit X une variable aléatoire absolument continue.

. On dit que X est une variable centrée lorsque X posseéde une espérance et E( X ) =0;

e e Onditque X estune variable réduite lorsque X possede une variance et V( X ) = 1.

Proposition

Soit X une variable aléatoire absolument continue possédant une variance.

X - B(X)

Alorslavar. X = est centrée et réduite.

o (X)

Remarques

° La variance d’une variable a densité étant non nulle, on a 0( X ) # 0 :Lavar. X ~est donc bien définie.
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e ¢ On dit parfois que X est la variable centrée réduite issue de X .
La démonstration de ce résultat est la méme que pour des variables aléatoires discrétes.
4. espérance et variance des lois continues usuelles

a. Le résultat

Proposition

Soit X une variable aléatoire suivant I’une des lois continues au programme : loi uniforme sur un segment [ a,b ] , loi

exponentielle de parametre A , ou loi normale de paramétres m et G .

Alors X posséde une espérance et une variance, et :

a+b (b—a)2
. Si X suitlaloi U([a,b]), [B(X)= et V(X):T
ee SiXsithloi€(2), |E(X)=g | @ |[V(X)=—

eee SiXsuitlaloi N (m, o), et | V(X)=0?]

b. Les démonstrations
o Loi uniforme sur un segment

. 1 .
On saitque f = Fa— 1 [a.5] est une densité de X. La VAR X est bornée presque siirement, car lP’( X e [a, b ] ) =1.
- a ?

Par suite, X admet un moment de tout ordre. En particulier, X admet une espérance, et I’on a :

I

[ er(e)a

b

Itf(t)dt car f estnulleen — dehorsde [a, b ]

a
b 270
! Itdt: L A
b - a b—al|l 2
a a

2 2
donc]E(X):%bb a :a;b
- a

B(X)

De méme, X admet un moment d’ordre 2, et:

On a donc :

V(x)=E(x? _EX2_b2+ab+a2_(a+b)2_4(192+ab+a2)—3(a2+2ab+b2)
() = 8(x") - 57 - 2 o) . |

2 2 2
. . — 2ab + b b—a
et I’on obtient bien comme annoncé : V( X ) = a 1az * = ( = ) .

e o Lois exponentielles

+00 _ +00 _ |
On rappelle que pour tout A > 0, pour tout # € N | I’intégrale I t"e M dt converge, et : I the Mg = 2
0



Moyennant quoi :

Considérons une variable aléatoire Y suivant la loi E( A ) ; une densité de Y est donc la fonction

x> re M1 .(x).Soitr € N * . La fonction f étant nulle sur R ~ , le moment d’ordre » de Y est donné
R

+ oo + o0
par m,(Y) = I Lt f(r)de = I At e " dr,sous réserve de convergence absolue de cette intégrale. D’aprés
0 0

le résultat rappelé ci-dessus (et les convergences étant évidemment absolues), Y posséde un moment de tout ordre, et

r!

=

pourtout ¥ € N" : m ()
En particulier, Y posseéde une espérance et une variance, et I’on a :
2 2 1

B(X) = my(X) = 5ot V(X) = my(X) =y (X)7 = 5 - =5 =

e e e Loinormales

o Considérons tout d’abord une var. Y suivant la loi ( 0,1 )de densité¢ f : x

Il
—
—
>+
—_
~
SN—
~
[¢]
|
~
o
~
[¢]
j=]

B
Pour ( A, B ) e R?, on intégre par parties dans 1’intégrale J t? f( t ) dt
4

posant v(t) =retu(t)=—-e 2.

Les fonctions u et v sontde classe C ', donc Iintégration par parties est licite, et donne :

Ijth(t)dt: ;njfu(z)v’(t)dt:J%([u(t)v(z)]j_jju’(z)v(t)dtj
=ﬁ e +ij(t)dt

On fait alors tendre successivement 4 vers — oo, puis B vers + o . On a par croissance comparée

4 B2

lim Ae 2 = lim Be 2
A—>—-w B >+

T
= 0. L’intégrale J f(t)dt converge et vaut 1, car f estune
-0

+ 0 + oo
densité ; ceci assure la convergence de I’intégrale J trf ( t ) dt, ainsi que 1’égalité J- 1’ f ( t ) dr =1.
o0 o0

La convergence étant bien siir absolue (la fonction intégrée est positive), ¥ admet un moment d’ordre 2,

et m,(Y) = 1.On sait alors que la variable aléatoire ¥ admet également un moment d’ordre 1, etl’ona:

+ o0
m(Y) = I tf(¢)dr = 0, puisque la fonction intégrée est impaire. Ainsi, ¥ posséde une espérance et une

— 00

variance, et 'ona: B(Y) =m,(¥Y)=0,et V(Y)=m,(Y) - m(¥)* =1.

o o Posons maintenant ¥ = ; on sait que Y suit la loi normale centrée réduite, et X = oY + m.Ilen

(e

résulte que X posséde une espérance et une variance, et que :

E(X):GE(Y)+m:m,etV(X)zon(Y)zcz.
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