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                                             DM N°1 

                                                                                                                        Corrigé 
  

                   

               
 

 

Exercice 

Endomorphismes cycliques 

 

 

 Partie I  Etude d’un exemple 

 

 

1.   La première colonne de  A  indique que ( )1 1 2 32f e e e e= + −  ; on a 

1 1

1 2

2 2

A

−   
   

= −   
   −   

 , donc  

( )2
1 1 2 32 2f e e e e= − − + . Il en résulte que la matrice des coordonnées de la famille 

( ) ( )( )2
1 1 1’ , ,e f e f e=B  dans la base ( )1 2 3, ,e e e=B  est : 

1 1 1

0 1 2

0 2 2

P

− 
 

= − 
 − 

. Cette matrice est 

inversible (par exemple parce que det 2P = − ), on en déduit que ’B  est une base de  E . 

La formule de changement de base assure que la matrice de  f  dans la base ’B  est : 1B P A P−= , et 

l’on pourrait faire le calcul, mais il y a plus rapide : en effet, en notant 

( ) ( )( ) ( )2
1 1 1 1 2 3, , , ,e f e f e =    , on a ( )1 2f  =   et ( )2 3f  =  , ce qui montre déjà que  B  

est de la forme 

0 0

1 0

0 1

B

 
 

=  
  

. Pour déterminer la troisième colonne de  B ,  il faut exprimer ( )3f   

dans la base ( )1 2 3’ , ,=   B . 

On a 3 1 2 32 2e e e = − − +  et 

1 1

2 1

2 0

A

− −   
   
− =   

   
   

, donc ( )3 1 2e ef  = − + , puis en bidouillant un 

peu :  ( ) ( ) ( )3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 32 2 2f e e e e e e e = − − + − − − − + = −  −  −  . 

On en déduit que 

0 0 1

1 0 1

0 1 1

B

− 
 

= − 
 − 

. 
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2.   D’après la question précédente, ( ) ( ) ( )( )2 3
1 1 1 1, , ,e f e f e f e  est génératrice de  E  (car  

( ) ( )( )2
1 1 1, ,e f e f e  l’est). De plus, ( ) ( )3

1 3 1 2 3f e f=  = −  −  −  . Or 

0 0 1 1 1

1 0 1 1 0

0 1 1 1 0

− −     
     

− − =     
     − −     

 ; ceci montre que ( )( )3
1 1f f e e= , soit ( )4

1 1f e e= , achevant ainsi de 

prouver que  f  est cyclique d’ordre 4 , et que ( ) ( ) ( )( )2 3
1 1 1 1, , ,e f e f e f e  est un 4  – cycle de  f . 

3.   On a ( )4
1 1f e e= , et il en découle immédiatement que ( )( ) ( )( ) ( )4 4

1 1 1f f e f f e f e= = , de  

même ( )( ) ( )( ) ( )4 2 2 4 2
1 1 1f f e f f e f e= = . Les applications linéaires 4f  et EId  coïncident 

sur la base ( ) ( )( )2
1 1 1, ,e f e f e  de  E  donc 4

Ef Id= . 

 

4.   Une question de diagonalisation, à laquelle on peut répondre sans connaissances du côté du chapitre  

Réduction : 

ce qui suit ne s’en sert pas, ceci dit toute réponse (correcte) l’utilisant sera acceptée. 

Montrer que  A  est semblable à 

1 0 0

0 0

0 0

i

i

− 
 
 
 − 

 revient à prouver qu’il existe une base ( )1 2 3, ,    

de  E  telle que 

( )

( )

( )

1 1

2 1

3 1

f

f i

f i

  = − 



 = 


 = − 

. 

Soit ( ) ( )2

1 1 1x e y f e z f e = + +  un vecteur de  E . 

Détermination de 1  

On a ( )

0 0 1 0

1 0 1 0
0

0 1 1 0

x x x z
z x

f y y x y z
y

z z y

− − =      
=     

 = −   − = −  + − =        =     − =      

 . 

Par exemple, le vecteur ( )2

1 1 1e f e = +  vérifie ( )1 1f  = −  . 

Détermination de  2  

De même, ( )

( ) ( )

0 0 1 0

1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1

x x i x z z i x

f i y i y x i y z x i y z

z z y i z y i z

− − − = = −      
      

 =   − =  − − =  − − =      
      − − + = = +       

. 

Par substitutions dans la troisième puis dans la deuxième ligne : 

( )

( ) ( )

0 0 0

1 1

z i x z i x

f i x i y z

y i x y i x

= − = − 
 

 =   − − =  = 
 = − = − 

. Par exemple, le vecteur  
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( ) ( )2

2 1 1 11e i e i f e = + − −  vérifie ( )2 2f i =  . 

Détermination de  3  

Il suffit de conjuguer :  le vecteur ( ) ( )2

3 1 1 11e i e i f e = + + +  vérifie ( )3 3f i =   

Vérification du fait que ( )1 2 3, ,    est une base de  E : 

La matrice des coordonnées de la famille ( )1 2 3, ,    dans la base ( ) ( )( )2
1 1 1’ , ,e f e f e=B  est : 

1 1 1

0 1 1

1

Q i i

i i

 
 

= − + 
 − 

, qui a même rang que 2 2 3

1 2 1

0 2 1

1 0

i C C C

i

 
 

+  + 
 
 

, puis que  

3 1 2 3

1 2 1

0 2 1

0 0 2

i L L L L

i

 
 

+  − − 
 − 

. Cette dernière matrice, triangulaire à coefficients tous non nuls, 

est inversible, donc  Q  l’est aussi, et ( )1 2 3, ,    est une base de  E . 

Par construction, la matrice de  f  dans cette base est 

1 0 0

0 0

0 0

i

i

− 
 
 
 − 

 

 

 

 

  Partie II Cas général 

 

 

1.   La famille ( ) ( )( )1
0 0 0, , ..., px f x f x−  est génératrice de  E ,  donc son cardinal est supérieur ou égal à la  

dimension de cet espace : p n . 

 

2.   On a ( )0 0
pf x x= , donc pour tout  0, ..., 1k p −  : ( )( ) ( )( ) ( )0 0 0

p k k p kf f x f f x f x= = .  

Les applications linéaires pf  et EId  sont égales en tout vecteur de la famille 

( ) ( )( )1
0 0 0, , ..., px f x f x− C Cette famille étant génératrice de  E ,  on en conclut que p

Ef Id= . 

Ainsi, 1p
Ef f Id− = . Il en résulte que  f  est un automorphisme de  E ,  et que 1 1pf f− −=  . 

 

3.a.   C’est idiot : par définition d’un plus grand élément, ( ) ( )( )1
0 0 0, , ..., mx f x f x−  est libre, et  

( ) ( )( )0 0 0, , ..., mx f x f x . Donc ( )0
mf x  est combinaison linéaire des  m  vecteurs 

( ) ( )1
0 0 0, , ..., mx f x f x− . 
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3.b.   Notons ( )kH  cette hypothèse de récurrence. D’après  a. ,  ( )mH  est vérifie. Soit k m  fixé, supposons  

( )kH . Alors, ( )0
kf x  est combinaison linéaire des vecteurs ( ) ( )1

0 0 0, , ..., mx f x f x− . En 

composant par  f , on en déduit que ( )1
0

kf x+  est combinaison linéaire des vecteurs 

( ) ( ) ( )1
0 0 0, ..., ,m mf x f x f x− . Mais ( )0

mf x  est lui-même combinaison linéaire de 

( ) ( )1
0 0 0, , ..., mx f x f x− , au final ( )1

0
kf x+  est donc combinaison linéaire de 

( ) ( )1
0 0 0, , ..., mx f x f x− , ce qui achève la récurrence. 

 

3.c.   Par hypothèse, ( ) ( )( )1
0 0 0, , ..., px f x f x−  est génératrice de  E . D’après  b. ,   

( )( ) ( ) ( )( )1
0 0 0 0Vect Vect , , ...,k m

k
f x x f x f x−



 
= 

 
. Donc, ( ) ( )( )1

0 0 0, , ..., mx f x f x−  

est génératrice de  E .  Cette famille est de plus libre, c’est ainsi une base de  E , et l’égalité m n=  en 

découle. 

 

4.   L’existence et l’unicité de 0 1, ..., na a −  est assurée du fait que ( ) ( )( )1
0 0 0, , ..., nx f x f x−  est une base  

de  E . 

( ) ( )
1

0 0

0

n
n k

k

k

f x a f x
−

=

=   . 

4.a.   •    Pour tout k   , 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1

0 0 0

0 0

1

0 0 0

0

.

n n
k j k j k

j j

j j

n
k j k n n k

j

j

g f x a f f x a f x

f a f x f f x f x

− −
+

= =

−
+

=

 
= = 
 
 

 
= = = 

 
 

 



 

••    Autrement dit, pour tout k   , ( )( ) ( )( )0 0
k n kg f x f f x= . Les applications linéaires  g  et  nf  

coïncident sur la base ( ) ( )( )1
0 0 0, , ..., nx f x f x−  de  E ,  elles sont donc égales : 

1

0

n
n k

k

k

f a f
−

=

=  . 

 

4.b.   Pour tout 1k n − , l’image par  f  de ( )0
kf x  est le vecteur suivant de la base ( )( )1

0 0, ..., nx f x− .  

L’image par  f  de ( )1
0

nf x−  est ( ) ( )
1

0 0

0

n
n k

k

k

f x a f x
−

=

=  . 

Par conséquent, la matrice de  f  dans la base ( ) ( )( )1
0 0 0, , ..., nx f x f x−  est la matrice : 
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( )

0

1

1

0 0

1

0 1

0

0 0 1

n

n

a

a

C

a −

 
 
 
 = 
 
 
  
 











M  

Les esprits cultivés auront reconnu une matrice compagnon. 

 

4.c.   Soit    . La matrice  nC I−   est de rang au moins 1n −  (ses 1n −  premières colonnes forment une  

famille échelonnée). On en déduit que ( )rg λ 1Ef Id n−  − , et le théorème du rang entraîne alors que 

( )( )dim Ker λ 1Ef Id−  . 

 

5.a.   Supposons que ( )  Ker λ 0Ef Id−  . Alors il existe un vecteur  x  non nul tel que ( )f x x=  .  

On a ( ) ( ) ( )2 2f x f x f x x=  =  =  … par une récurrence évidente, ( )n nf x x=  . Comme  f  

est cyclique d’ordre  n , n
Ef Id= , on a donc nx x=  , et,  x  étant non nul, on en déduit λ 1n = . 

 

5.b.   Oui, ben c’est déjà fait, ça (cf.  4.b.) La seule différence est qu’ici, puisque  f  est cyclique d’ordre  n ,   

( )0 0
nf x x=  (car n

Ef Id= ), d’où : 

0 0 1

1 0

0 1

0

0 0 1 0

C

 
 
 
 =
 
 
 
 











 

5.c.   On pose ( )
1

0

n
k

k

k

x x f x
−

=

=  . Soit    . On a  

( )

1 0

0 0

0 1

1 1

3 2

1 1

2 1

n

n n

n n

n n

x x
x x

x x
x x

f x x C

x x
x x

x x

−

− −

− −

− −

= 
    

=     
    

=   =      
    = 
   

     = 




, d’où par substitutions successives, 

( )

1 1

1
0 1

2
3 1

2 1

n
n n

n
n

n n

n n

x x

x x

f x x

x x

x x

− −

−
−

− −

− −

 = 

 = 


=   


= 


= 

 . Si 
2

e , 0 1

r i

n
r r n



 =  =   − , ce système admet pour 
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solution non nulle le vecteur colonne 

1

2

1

n
r

r

r

− 
 
 
 

 
 

 
 
 



 . Donc, ( )
1

1

0

n
n k k

r r

k

y f x
−

− −

=

=   vérifie 

( )r r rf y y=  . 

La famille ( )0 1, ..., ny y −  est une base, car sa matrice des coordonnées dans la base 

( ) ( )( )1
0 0 0, , ..., nx f x f x−  est 

1 1 1
0 1 1

0 1 1

1 1 1 1

n n n
n

n

− − −
−

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 











  

  

, qui est inversible (c’est une 

matrice de Vandermonde à peu de choses près… ). 

La matrice de  f  dans la base est la matrice diagonale ( )0 1 1diag , , ..., n −   , et c’est gagné. 

 

Problème version hard 
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Problème version soft 
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