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Exercice
Endomorphismes cycliques
Partie I Etude d’un exemple
1 -1
1. Lapremiére colonne de 4 indique que f(e 1) =e, +e, —2ey;0naAd| 1|=|-2],donc
-2 2
f? (e 1) =—-e, —2e, + 2e,. Il enrésulte que la matrice des coordonnées de la famille
1 1 -1
B’ = (el,f(e 1),f2(e1)) dans la base B = (6‘1:62:63) est: P=|0 1 —2 |. Cette matrice est
0 -2 2
inversible (par exemple parce que det P = — 2 ), on en déduit que B’ est une base de E .

La formule de changement de base assure que la matrice de f danslabase B* est: B = P~ ' 4 P, et
I’on pourrait faire le calcul, mais il y a plus rapide : en effet, en notant
(el,f(e 1),f2(e1)) = (81,82,83 ),onaf(al) =€, et f(sz) = &4, ce qui montre déja que B

*

* | . Pour déterminer la troisieme colonne de B, il faut exprimer f ( €3 )

*

est de la forme B =

S - O
—_— O O

dans la base B’ = (81,82,83).

-1 -1
Onaey;=—-e; —2e, +2eyet 4| -2 |=| 1 ,doncf(s3)=—el+ez,puisenbidouillantun
2 0

peu : f(83)=—el —(61 + e, —263)—(—61 -2e, +2€3)=—81 — €, — £3.

0 0 -1
Onen déduitque B=| 1 0 -1
0 1 -1



2. D’aprés la question précédente, (el,f(el), f(en) f 3(e1)) est génératrice de E (car

(el,f(el),fz(el)) Pest). Deplus, /(e )= f(e5)=-&, —&, —&5.0r

00 —-1)(-1 1
1 0 -1|| -1|=] 0 |;ceci montre que f(f3(e1)) =el,soitf4(e1) = e, achevant ainsi de
01 -1){ -1 0

prouver que f est cyclique d’ordre 4, et que (el,f(el),fz(el),f3(el)) estun 4 —cycle de f.
3. Ona f4(e1) = e, et il en découle immédiatement que f4(f(e1)) = f( f4(el)) = f(el),de
méme f“(f2 (e )) = f? ( f4(e1)) = f* (e, ). Les applications linéaires f * et Id ; coincident

sur la base (el,f(el),fz(el)) de E donc f*=1d .

4. Une question de diagonalisation, a laquelle on peut répondre sans connaissances du coté du chapitre
Réduction :

ce qui suit ne s’en sert pas, ceci dit toute réponse (correcte) 1’utilisant sera acceptée.

-1 0 0
Montrer que A4 est semblable a 0 i 0 | revient a prouver qu’il existe une base ( €1,€,,€, )
0 0 —i

de E telle que f(gz):ig1 .
€

Soit € = x e, +yf(el)+ zfz(el) un vecteur de E .

Détermination de ¢

00 —-1)\(«x X x—z=0
=Xx
Ona f(e)=-e<= |10 -1||y|=-|y|e x+y—z:0<:>{z_0
01 -1)|z z y=0 7=
Par exemple, le vecteur ¢, = e, + fz(el) vérifie f(sl) =—g,.
Détermination de ¢ ,
00 —-1)\(«x X —ix - z=0 z=—-ix
Deméme,f(a)=is<:> 1 0 -1||y|=ily|loix—-iy—-z=0 o<sx-iy—-z=0.
01 -1){¢z z y—(1+i)z=0 y:(1+i)z

Par substitutions dans la troisiéme puis dans la deuxiéme ligne :

—ix

=—-ix

I
()

z z
fle)=ieeoix-iy-z=0s40 . Par exemple, le vecteur
y y

=(1—i)x =(1—i)x



g, =e, +(1-i)e — ifz(el)vériﬁe f(sz)zisz.

Détermination de ¢ ,

I suffit de conjuguer : le vecteur &, = e, + (1 +i)e, + ifz(e])vériﬁe f(a3) =ig,
Vérification du fait que (81,82,83) est une base de E :

La matrice des coordonnées de la famille (81,82,83) dans la base B’ = (el,f(e 1),f2(e1)) est:

1 1 1 1 2 1
O=10 1-i 1+i|,quiamémerangque |0 2 1+i|C, « C, + C,,puisque
1 —i i 1 0 i

1 2 1

0 2 1+i|Ly« L, - L, — Lj.Cettederniére matrice, triangulaire a coefficients tous non nuls,
0 0 —-2i

est inversible, donc O D’est aussi, et (s 15 €45 €, ) est une base de E .

-1 0 O
Par construction, la matrice de f dans cette base est 0 i 0
0 0 —i

Partie 11 Cas général

1. La famille (x os f ( x 0), P! (x 0)) est génératrice de £, donc son cardinal est supérieur ou égal a la

dimension de cet espace : p > n.

2. Ona f”(xo) = x,, donc pour tout k € {0,...,p — 1} : fp(fk(xo)) = fk(fp(xo)) = fk(xo).
Les applications linéaires f ¥ et Id ; sont égales en tout vecteur de la famille
(xo,f(xo),...,f" N 1(xo))C Cette famille étant génératrice de £, onenconclutque f? = Id .

Ainsi, fo f? "' = Id . .1l enrésulte que f estun automorphismede E, etque f ' = f7 ',

3.a. C’estidiot : par définition d’un plus grand €lément, (x 0> f ( x 0), e 7 1(x 0)) est libre, et
(xo, f(xo), e ’”(xo)). Donc f m(xo) est combinaison linéaire des m vecteurs

xo,f(xo),...,fm_l(xo).



3.b. Notons # (k) cette hypothese de récurrence. D’apres a., 3 (m) est vérifie. Soit k£ > m fixé, supposons

H (k). Alors, f k ( x 0) est combinaison linéaire des vecteurs x , f ( x 0), ey [ (x 0) .En
composant par f, on en déduit que f * * l( X 0) est combinaison linéaire des vecteurs

f(xo),...,f’” - 1(xo),f’"(xo). Mais f ’”(xo) est lui-méme combinaison linéaire de

xo,f(xo),...,f "o l(xo), au final f ke 1(x0) est donc combinaison linéaire de
Xo, f (xo),...,f "= 1(x0), ce qui achéve la récurrence.

3.c. Par hypothése, (xo,f(xo),...,f P 1(x0)) est génératrice de E . D’aprés b.
Vet (14 (w0)), | = Voot (v0r 7 () 777 (x0) ). Done, (g2 s (9). s ™))
est génératrice de E . Cette famille est de plus libre, c’est ainsi une base de £, et ’égalité m = n en
découle.

4. L’existence et 'unicit¢ de a , ..., a, _, estassurée du fait que (xo, f(xo), e [T 1(x0)) est une base
de E.

4.a. o Pourtout k e N,
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! ( f k(xo)). Les applications linéaires g et [ "
n—1

coincident sur la base (xo,f(xo),...,f" ‘1(x0)) de E, elles sont donc égales: /" = > a, rr.
k=0

4.b. Pourtout £ < n — 1, ’image par f de fk(xo) est le vecteur suivant de la base (xo,...,f "o 1(x0)).

n—1

L’image par f de f”_l(xo) estf”(xo)z > akf"(xo).

k=0

Par conséquent, la matrice de f dans la base (xo, f(xo), e [T 1(xo)) est la matrice :



0 0 a,
1 Coa,
C=|0 1 : : eM,(C)
oo . 0
0 - 0 1 a

Les esprits cultivés auront reconnu une matrice compagnon.

4.c. Soit L € C.Lamatrice C — A [, estderangaumoins n — 1 (ses n — 1 premiéres colonnes forment une
famille échelonnée). On en déduit que rg ( f-\1d E) > n -1, et le théoréme du rang entraine alors que

dim(Ker(f—kldE))Sl.

5.a. Supposons que Ker( f-1ld E) # {0}. Alors il existe un vecteur x nonnul tel que f(x)=Ax.
Ona f?(x)=f(kx)=2xf(x)=217x.. parunerécurrence évidente, " (x) = A" x. Comme f

est cyclique d’ordre n, f" = Id ;,onadonc x = A" x,et, x étant non nul, on en déduit A " = 1.

5.b. Oui, ben c’est déja fait, ca (cf. 4.b.) La seule différence est qu’ici, puisque f est cyclique d’ordre 7,

0 - -~ 0 1
S0
S (x0)=xg (car f" =1Id ), dou:C=|0 1 P
S )
0 0 1 0
n—-1
S.c. Onpose x = Z xkfk(x).SoitXe(C.Ona
k=0
Xn_1—7\.x0
X X
f (x) =Ax e C _1 = A .1 = : , d’ou par substitutions successives,
x ' X Xp -3 7\‘xn 2
n—1 -1
' ! xn—2:7\‘xn 1
xn—l_x‘nxn—l
xo_)\‘n_lxnfl 2rim
f(x)=ix <o : Siv=r,=e " ,0<r<n-1,cesysteme admet pour

xn—ZZ;\‘xn—l



A" 1
n—1
solution non nulle le vecteur colonne | ) 2 | .Donc, y, = > A"~ PR R (x) vérifie
k=
}\' r
1

f(y,)=7»,y,-

La famille ( Voses V-1 ) est une base, car sa matrice des coordonnées dans la base

Artoartt e ot
(xo,f(xo),---,f " l(xo)) est : : : , qui est inversible (¢’est une
Ao Ay Aw 1
1 1 1 1

matrice de Vandermonde a peu de choses pres... ).

La matrice de f dans la base est la matrice diagonale diag ( Xoshysen Ay ), et c’est gagné.

Probléme version hard

1-Traces et projecteurs

Cette partie est essentiellement constituée de questions de cours classiques.

1.

n n n n n n
tr(AB) = (O abiy) =YD aibiy =Y > byay =tr(BA)
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 i=1
Soient B et B’ deux bases de X. Soient () la matrice de passage de B a B'.. On a alors :

Te = Q™' TrQ
En appliquant la question précédente avee A = Q7 'Ty et B = @, on obtient :
tr (Ts) = tr (QQ™'Tp) = tr (Ts).

Pour tout z. P(x — P(x)) = 0 puisque P? = P ce qui prouve que z — P(z) € N(P) . Comme
P(z) est élément de R(P), on vient de vérifier que X = R(P) + N(P).

De plus par le théoréme du rang :

dim X = dim(R(P)) + dim(N(P))

La dimension de la somme des deux sous-espaces étant la somme des dimensions des sous-
espaces, cette somme est directe. Donce :

X = R(P)& N(P)

Soit & appartenant a R(P). Il existe y tel que z = P(y) aussi

P(z) = P(P(y)) = P*(y) = P(y) = -




Soit r le rang de P. Dans une base B adaptée a la décomposition précédente :
P I, 0
B ==
0 0

trP=r=tr(Pg) =r=rgP

On a vu précédemment que si z € R(P),P(x) = x done P'(z) = 0 aussi R(P) € N(F').
Réciproquement, si z est ¢lément de N(P'), P(z) = x donc z € R(P). Aussi

R(P) = N(P)

donc

=t

On vérifie que P’ est aussi un projecteur : comme P et I commutent,
P*=(I-PyP*=I-2P+P*=1-P
En ¢changeant les roles de P et de P’ (puisque P = I — P’), on obtient

R(P') = N(P)

FxG — X
(z,y) = z+y
Aussi par le théoreme du rang

dim(F' + G) =dim(F' x G) — dim(Ker (®)) < dim(F' x G) =dim F +dim G

6. L’application de @ : est une application linéaire dont 'image est F + G.

Remarque : on peut aussi exhiber une base génératrice de F'+ G par concaténation d’une base
de F et d'une base de G.

-1

. Pour ne pas généraliser sans démonstration le résultat précédent a la somme de p sous-espaces
(ce qui est dans le cours!!), on procéde par récurrence sur le nombre de projecteurs m inter-
venant dans la somme.

Pour m =1, S = P, donc trS=rgS aussi trS € N et trS > rg8S.

m—1
Supposons la propriété vraie a lordre m—1 > 1. On pose S’ = E P donc S =S+ P,, . Par

i=1

hypothese de récurrence trS’ € Net tr S’ > rgS'. La trace étant linéaire, trS = tr S’'+tr P, e N
comme somme de deux entiers. De plus, pour tout =z de X : S(z) = S'(x) + Pn(z) donc
R(S) c R(S") + R(Py). En utilisant la question précédente et tr (Pr) = rg (Pm) ¢

rg (S) =dim R(S) <rg (S") +rg (Pn) < tr(S) + tr (Pw) = tr (S)

On a donc pl‘()ll\'(" par récurrence que pour tout entier naturel m :

S:ZH:>1JISEN(‘T. trS >rgS

i=1

2-Projecteurs de rang 1

On suppose dans cette partic que le rang du projecteur P est égal a 1.

8. Soit f; un élément non nul de R(P) : ¢’est done une base de R(P) puisque rg P = 1. Comme
PoT(f)=P(To fy). cet élement appartient & R(P) . Aussi :

S eR, PoT(f) = ufi



10.

Or pour tout z de X, P(z) est colincaire a f; (P(z) = af;) done
PoToP(z)=PoT(af)) = paf, = pP(z)

ce (l'lli prouve que :

|PoToP=puP]|

Comme fy est dans R(F), d’aprés ce qui précede, P(f1) = pfi. Comme fi — P(f1) est élément
de N(P) = Vect(fs,---, fn), cela justifie la forme de la premicére colonne de Te | les autres
colonnes étant quelconques.

Par deéfinition de P/, P = 0 O1n— . Sion ¢erit de la méme facon, Te = ,u.' L . un
Oﬂ.—l,l ]In—l C B

calcul en blocs donne alors ;
/ o 0 Ol,n—l ro_ 0 01_.?1—1

P'oToP =aP < PB,T:P, =P, < B =al,_;-

Ausst

On a ainsi vérific par contraposition que :

B n est pas la matrice d’'une homothétie si et seulement si P o T o P’ nest pas
proportionnel a P’

Remarque : il suffisait d’une implication done de montrer que si B = al,_; alors P'oT o P’ =

al’.

3- Endomorphismes différents d’une homothétie

On suppose dans cette partie que 1 ‘endomorphisme T n’est pas une homothétie.

11.

Prouvons le résultat demandé par contraposition.On suppose que pour tout z, (x,1(z)) est
une famille lice ce qui équivaut a dire que pour tout x non nul, il existe a, réel tel que
T(z) = a,z.

Soit w un vecteur non nul fixé et @ = ay. Si z est colinéaire a w, il existe A tel que z = Au et
on a:

T(z) = AT'(u) = Aau = ax
Si z n'est pas colinéaire a u, w4+ x est non nul et on a alors :
T(z+u)=T(z)+T(u) = azx + au = apry(u+ )

La famille (u,z) étant libre : o = agzyy = @, ce qui prouve que pour tout x (I'égalité étant
triviale pour le vecteur nul), T'(z) = az soit T est unc homothétie. On a montré :

Vo, (z,T(z)) lits = 3a, T =al

Par contraposition

Si T n’est pas une homothétie, il existe un vecteur z € X tel que x et T'(z) ne soient pas liés.

2. Soit eq un élément tel que ey et T'(e;) ne soient pas colinéaires (un tel vecteur existe par la ques-

tion précédente). On peut compléter cette famille libre en fune base B = (e, T'(e1), €3, ,e,) de X

et dans cette base T a la matrice recherchée,



13. Procédons par récurrence.
e Initialisation : n = 2. On a trouvé dans la question précédente une base B telle que :

0 b
= (i)

or tr'T = a donc a = 0. La base B convient.
e Supposons la propriété réalisée a 'ordre n—1 > 1.0n a montré dans la question précédente
I'existence d'une base B = {ey, e, ..., €, } dans laquelle la matrice T est de la forme suivante :

9

0 7« x --- X
1
Tg= |0
: A
0

o A € 7M,—;. Comme tr(T) =tr(A), tr (A) =0.

Si A est de la forme all,_,. a = 0 et la base B convient.

Sinon soit 77 l'endomorphisme de Xy = Vect(ey, -+, e,) de matrice A dans la base

By ={es, -+ ,e,}. Cet endomorphisme n’est pas une homothétie et est de trace nulle,

Par hypothése de récurrence, il existe une base B = {ée),--- , e/} dans laquelle A; la matrice
de Ty a une diagonale (principale) de 0. Soit B' = {e —1,€,,--- , el } base de X. Dans la base
B, la matrice de T' n’a que des 0 sur la diagonale. On peut le montrer matriciellement ou en
vectoriellement.

Méthode matricielle @ Soit @y la matrice de passage de By a B}, la matrice de passage de B

10 --- 0
A B lors @ !
aB estalors Q=1 | et
: Q
0
21
10 --- 0 ? XX *\ /1 0 0
0
Ty = Q' TsQ = B 0 |
QJ : A : Ql
0 ) 0
0
Soit
0 x X 1 0 - 0 0 x - X
~ X 0 X
B = . . =1 .
: Ql_l : Ql : A
X 0 X

matrice dont la diagonale est composée d'un 0 suivi des éléments diagonaux de Ay nuls
par construction.

Méthode vectorielle : Par la matrice précédente, T'(e) € Xy ce qui justifie que dans Tgo ait
un 0 en ligne 1 colonne 1.
Six e X1, T(z) = azer +Ti(z); aussi, la composante de T'(€)) sur €] est la méme que celle
de Ti(€}); elle est done nulle. Tous les termes diagonaux de Ty sont done nuls.



Alnsi

Il existe une base dans laquelle la matrice de T n’a que des 0 sur sa diagonale.

14. Soit T" = T'—t,I. Cet endomorphisme n’est ni une homothétie ni 'endomorphisme nul puisque
T n’est pas colincaire a 1. Par la question 1, il existe B telle que

, (0 b
B—\1 a

ota=trT"=trT —titrI = (t; +t3) — 2t; =t, —t; d'on

0 b ty b

To=\1 =y ) THl={1 4

15. Par la propriété admise, il existe un projecteur L de X de rang 1. tel que d'une part LTL = ¢, L
et d’autre part L'T'L' ne soit pas proportionnel & L' = I — L . Par la question 9, dans une
base C adaptée a la décomposition B = R(L) & N(L)

et par la question 10 comme LTl n’est pas proportionnel a I, B n'est pas une matrice
colinéaire a 1.

16. La récurrence est suggérée et a ¢té initialisée pour n = 2 en question 14.Supposons la propriété
réalisée a l'ordre n — 1 = 2 et démontrons la a l'ordre n. Par la question précédente, il existe
C={ey, - ,e,} telle que :

t1 X - X
X

Te =

n
ot B n’est pas une matrice d’homothétie et tr(B) =tr (T) —t; = E t;.
i=2

Soit T; Uendomorphisme de Vect(eg, -+, e,) de matrice B dans la base C; = {eq, -+ ,en}. Th
n'est done pas une homothétie et par hypotheése de récurrence, il existe C” telle que Ty er = B’
est une matrice de termes diagonaux 15, - -« . 1,.

" - . . 1 0

Soit B” = {e;},C". La matrice de passage de C a B est Q =

0 @

. Un calcul en bloes identique a celui de la question

ot @y est la matrice

1 0

de passage de Cp a C" et Q71 = _,
0 Q

13 donne alors :

t1 x -+ X t1 X -+ X
] x X
TBH:Q : B @: ]B-’
X X

10



Cette derniére matrice a bien comme ¢léments diagonaux £y, -+ ,t,. Ainsi on a vérifié par
récurrence que :

il existe une base B” dans laquelle la diagonale de Tgr ait pour éléments diagonaux
les t; ou 7 € [1,n].

4 -Décomposition en somme de projecteurs

On suppose désormais que T est un endomorphisme de X vérifiant tr'T e N et tr'T > rgT. On
pose p=1gT et § =trT.

17. Par le théoreme du rang, dim N(7') = n — p. Soit Xy un supplémentaire de N(7') et B =
{e1, -+ ,en} une base adaptée a la décomposition X = F & N(T).
: T, O
Dans cette base B, Ty est de la forme .
T, O
18. Soit T} 'endomorphisme de X; de matrice Ty dans la base By = {e1,--- ,e,}.
Comme tr (T) =tr(Tg) = tr (T,) = tr (Ty), tr (T}) est élément de N et tr(Ty) > p.
Soient t; = L pour i € [1,p—1] et t, =tr (T) — (p — 1) > 1. Ces p nombres sont des entiers
naturels non nuls dont la trace est égale a tr(T;). Par la question 16, 7" n’é¢tant pas une
homothétie, il existe BY une base de Xy on T} la matrice de 7" dans la base BY admet comme
‘\‘\ 1 | “ (- - 'Y . S0 {_ " ] . - .
¢léments diagonaux tq, 1y Soit B = BY {ep+1, ,En}-
, - : T, O\ . .
Dans cette nouvelle base, la matrice de T a la forme T o) °t T a comme
2
¢léments diagonaux des entiers non nuls.
19. Soient C, -+, C, les premicres colonnes de T, Soit F; 'endomorphisme dont la matrice dans

la base B est : .
]P:[B.-: 0 e 0 f_Ca 0 e 0

1
Cette matrice ayant un 1 en place (i,7), on a P? = P;, ce qui prouve que les P; sont des
projecteurs. Ainsi

n
'T:Ztipi:PL+"’P1+”’+Pp+"‘+Pp-
N e —

i=1 t1 lois tp lois

Comme T, = al,. tr (T) > p donne a > 1. Si @ = 1, on peut utiliser la méthode précédente
1 P
(on peut méme Tutiliser si @ € N) en décomposant en somme de p projecteurs de rang 1 .

10 --- 0

- . . D ' .

Sia > 1, soit Py de matrice Py = | dans la bas B'. Alors T'— F, a pour matrice :
: ©)
0

T 0
(T—Py)p = 'I["l 0 ot T} est une matrice ayvant pour éléments diagonaux (a—1,a,- -+ ) :
2

ce n'est done pas une matrice d’homothétie. De plus, T'— Fp est de rang au plus p (sa matrice
dans la base B a n — p colonnes nulles). Ainsi T'— F vérifie

11



tr(T' — Fy)=pa—1>p—-1=tr(T - F) > p>rg(T - F)

donc on peut appliquer la question précédente. TV =T — Fy est une somme de projecteurs et

comme T'= P+ (T — F) :

T est une somme de pl‘()_i(‘(‘T.(‘lll‘."i

On a ainsi prouvé que T est une somme de projecteurs si et seulement si sa trace est un entier
naturel supérieur ou égal a son rang.

Probléme version soft

I L’opérateur de translation et I'opérateur de différence

I.A - L’opérateur de translation
I.A.1) Soit P =Y ¢_,a.X*, un polynéme non nul de R,,[X], de degré d = deg(P) (i.e. ag # 0).
Alors, 7(P) est de la forme :

d d—2
P(X+1) = ap(X + 1)f = aaX? + (dag + ag—1) X' + > opX*
k=0 k=0

Comme ag # 0 :

deg(7(P)) = deg(P) et cd(7(P)) = cd(P)

I.A.2) Notons que 7(P) = P.
Et que si 7F(P)(X) = P(X + k), alors 7™"Y(P)(X) = 7(7*(P))(X) = P(X + k) + 1) =
P(X + (k+1)).

Ainsi, par récurrence

VkeN, 7(P)(X) = P(X + k)

I.A.3) D’apres la formule du binéme de Newton (changement de variable i = h + 1),

Vi e Npm T(P')(X):(X+1)j_1:§ (j_l)Xh.:zj:(j—l)P_
n J h 1 i

h=0 i=1 \’

M est donc triangulaire supérieure et les coefficients de M vérifient donc

i1 o
VE‘J E []—n]‘ (J'HII)LJ = { (1—1) pou-r 1 = ‘j

0 sinon

I.A.4) La matrice M est triangulaire supérieure, donc det(Al, ;1 — M) = 0 si et seulement si il
existe j tel que A= (_1) = 1.

j—1
Si M était semblable a une matrice diagonale D, alors on aurait également det(Al,41 — D) =0
si A=1,dou D = I,y M serait serait alors semblable a la matrice uniteé, et donc elle serait

égale a la matrice unité.
Ainsi, il n’existe pas de matrices P € GLp+1(R) et D € Dy (R) telles que M = PDP !,

I.A.5) Comme det(7) est différent de 0,

T est bijective

Puis si on considere 7 : R, [X]| — R, [X],P(X) — P(X — 1),

on montre qu'il s’agit d'un endomorphisme de R, [X]. Il vérifie : ToT =To7 =1id :
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VP € Rp[X], 7(T(P))(X) =7(P)(X +1) = P(X) = 7(T(P))(X

Donc

T (P)(X)=P(X -~ 1)

Puis, comme pour la question 2), on montre que pour tout k € N, 77%(P)(X) = P(X — k).
Donc la formule est toujours vraie :

Vk e Z, 7(P)(X) = P(X + k)

I.A.6) Avec I'expression de 7~!, on applique la méme méthode qu’en 3) et on obtient :

-1 /. J ;

V) € Nat, 77HP)(X) = (X = 1) = Y (j ! 1)(_1)j_1_hxh —xt E(J _i)P
h=0 =1 "

Puis

Vi,j € [1,n], (M~ {(—1)" ‘() pour i<

0 sinon

I.A.7) La k + 1° ligne du calcul V' = Q x U est justement

v = Z Qk+1‘ju‘-;_1 = Z ( ‘)uj-

j=1 =0 \J

k—1 -
; i<k
On peut identifier (apres changement d’indice) : Qg ; = { (J_l) P_OHr J
' ' 0  sinon

On a donc

Q=MT

I.A.8) M est inversible, donc @ = MT également et Q!
Puis par équivalence : V =Q x U «—= U =Q~!
La k 4 1¢ ligne de ce calcul donne alors

= (MT)" = (MY,
xV=MMNHxV.

n—+1 n+1 n
(M) 1 N
Uk = Z ((M~5)7) k1,5 Vi1 Z (W 3k+1vj 1= Z (M) +1Je1Y7
j=1 j=1

e n
ue =3 (=) (J)J

j=0

I.A.9) On a alors

ke
= (?),\J’ =(A+ 1)

Jj=0

On vérifie bien :

k k
Z(—l)k‘() Z(),\HJ( 17 = (A+1) = DF =y,
j=0 :

=0
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1.B - L’opérateur de différence

I.B.1) Avec les mémes notations qu’en 1.A.1), avec P non constant on a :

d—2 d—2 d—2
5(P)(X) = agX+(dagtag_1) X+ bpXF—agX9—a X9 - ap XK = dag X147 e XF
k=0 k=0 k=0

Comme ag # 0 :

si P, non constant, deg(d(P)) = deg(P) — 1 et c¢d(4(P)) = deg(P) x cd(P)

1.B.2) D’apres la question précédente, si P n’est pas constant, deg(P) = 1 et deg(d(P)) = 0, donc
J(P) n'est pas nul. Ainsi, si 6(P) = 0, alors P est constant.
Réciproquement, si P est constant, le calcul (simple) donne §(P) = 0.
Donc

| ker(8) = Ro[X]|

La question précédente montre aussi que Im(§) C R,,_[X].
Or d’apres le théoreme du rang : dim(Im(d)) = n + 1 — dim(ker(d)) = n = dim(Rp—1 [X]).
Donc :

Im(8) = Ry, [X]

I.B.3) Siker(687) = R;_1[X], avec j < n.
P € ker(¥1!) = §#1H(P) = 0 = 87 (§(P)) «= §(P) € Rj_1[X]
Donc
P € ker(6'7") <= deg(P) = deg(0(P)) +1 < (j — 1) + 1= j &= P € R;[X]

Ainsi, par récurrence :

Vi € [1,7], ker(87) = Rj_1[X]

Si P € Im(47), alors il existe Q € R, [X] tel que P = §7(Q).

Or une récurrence simple (suite arithmétique) montre que deg P = deg(Q) — j, donc deg(P) <
n—j.

Par conséquent, P € R,—;[X], et donc Im(87) C Ry—j[X].

Le théoreme du rang assure par ailleurs que ces deux espaces ont méme dimension, donc :

Vi € [1.7], Im(d"lj) = Rn—j[X]

1.B.4) Notons A, la matrice de § dans la base (Py).
Par construction de d =7 —id,ona A =M — I,4;.
Puis comme M commute avec I,,, ., alors d’apres la formule de Newton : AF = Ej‘b’:o (;”)(— i L1V €l
Ce qui permet d’affirmer, en revenant aux endomorphismes :

VkeN, o* = ij(—nk—j (k)rﬂ

j=0 4?

I.B.5) Si P € Ry—1[X] = ker(6™), alors 6"(P) = 0. Donc :

0(X) = ["(P)|(X) = [ (- (3) FP)X) = 3 (1) ()W(P) Z(l ()P(Xm

j=0

14



il s’agit bien du polynéme nul
Et en particulier en la valeur réelle X =0 :

fX—n”“CjP@>=0

‘.j D 4?

I.B.6) a) uoé? =uou?ou?|=u’=[u2ou?]ou=420u.

Donc

‘u et 62 commutent‘

b) Soit P € Ry[X] = ker 62, alors
3 (u(P)) = u(8*(P)) = u(0) = 0

Donc u(P) € ker(6?) = Ry [X].

Par conséquent

‘Rl [X] est stable par u‘

.. [a b .. s (01
c) SIA—(C d)xerlﬁeA —(0 0),&]01’5

Oa _ 2 3 42 _ Cd
(0 C)—AXA—A =A XA—(O 0)

.. a b L a? 2ab L, .
Donca=det c =0, ainsi A = 0 ), puis A? = ( 0 9 ), et ainsi nécessairemen
a a
a =0, puis 2ab = 0; ce qui est contradictoire avec ab = 1.
Done

. , . 0 1
aucune matrice A ne vérifie 42 = ( 0 0 )

d) Puisque R;[X] est stable par u, notons @ : Ri[X]| = R1[X], P — u(P).
Considérons alors A, la matrice de @ dans la base (P, Py) de R;[X].
1

0 0 )

Or d’apres la question précédente, ceci est impossible. Donc

Alors A? est égale a la matrice de § sur R[X] donc

Il n’existe pas d’endomorphisme u de R,,[X] tel que u? = §

I.B.7) a) On a vu (questions I.B.3)) que deg(6*(P)) = deg(P) —i =d — i.
Ainsi, la famille (P,5(P),...d%(P)) est une famille de degré échelonné (de d a 0).

C’est une famille libre et vect(P,d(P),...d6%(P)) = Ry[X]

b) Soit V stable par 4.
Si P € V, alors §*(P) € V et donc Rgeg(p)[X] = vect(P,6(P),...d"(P)) C V.
Il reste a montrer 'égalité, il faut prendre le polynéme en degré mazimum. ..
V' est un sous-espace vectoriel de Ry [X]. Notons d = dim(V') — 1.
Notons (eq, ...eq) une base de V. Nécessairement, I'un des e; est un polynoéme de degré
supérieur ou égal a d.
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Sinon, on aurait une famille libre de d + 1 vecteurs de Rg4|X |, ce qui est impossible.

Donc il existe P dans V' de degré r = d.

Sideg P = r > d, alors d’apres la remarque précédente, R, [X] = vect(P,§(P),...6"(P)) C
V et V ne peut étre de dimension d + 1. Donc il existe P de degré d dans V' et Ry[X] C V

et par égalité des dimensions :

‘i] existe d € [0, n] tel que V = Ry[X] ‘

IT Applications en combinatoire

II.A - Quelques cas particuliers

II.A.1) Si ¢ est une surjection de E sur F', alors nécessairement #F < #F. Donc

‘si n > p, alors S(p,n) = 0‘

II.A.2) Une surjection d'un ensemble de cardinal n sur un ensemble de cardinal n est en fait une

bijection. Donc
S(n,n) =n!

II.A.3) Les surjections de N,y sur [1,n] sont parfaitement déterminées -et de maniere unique-

par :

— Le choix de deux éléments de N,,;; qui auront la méme image : (n—H) possibilités

— Puis, la distribution des n éléments de ’ensemble d’arrivée, avec les n éléments de I'ensemble
de départ (un de ces éléments étant double) : n! possibilités

Le principe de décomposition permet alors d’affirmer que le cardinal recherché est le produit :

?1—1—1)_ ,_nx(n+1)

2 o 2

¥ ¥

S'(n,—i—l,n,):(

IL.B - Recherche d’une expression générale

11.B.1) Le résultat ne fait pas partie du programme. Il faut le démontrer.
Une application de ' = N, sur un ensemble F' = [1,7] est parfaitement définie -et de maniere
unique- par la donné pour chacun des p élément de E d'un unique élément de F'. Donc pour
chacun des p éléments de E, il y a n possibilités.
Le principe de décomposition permet alors d’affirmer que le cardinal recherché est le produit :

le nombre d’applications de N, sur [1,n] est donc n X n--- X n=nF

I1.B.2) Notons I = {p : N, — [1,n]|#¢(N,) = k}. Alors, d’apres la question précédente :
T
n? =" #I
k=1

Il reste a dénombrer [}.. Or les applications ¢ de I}, sont parfaitement déterminées -et de maniere
unique- par :

— Le choix de k éléments de N,, qui forment ¢(N,) : (}) possibilités

— Puis, le choix des surjections de N, sur I'ensemble ¢(Np) a k éléments : S(p, k) possibilités
Le principe de décomposition permet alors d’affirmer que le cardinal recherché est le produit :

0% (s 5 (2o

k=1

avec la convention S(p,0) = 0.



11.B.3) On applique alors la formule d’inversion trouvée en I.A.8), (p constant)

Rl (A o

k=0 k=0

avec v, = n?, up = S(p, k), donc

Vp = n, S(p,n) zﬂ: (—1)"~ k(n) kP

11.B.4) Pour p < n, le polynéme P = X7 appartient a R,,_;[X], donc d’apres 1.B.5),

Z(—n”“‘“(}jfcp:Z 1)”**()}3(%) 2 ( 1)”“(k)k’3—0—9<p n)

k=0 k=0 k=0

On peut donc généraliser, de maniere cohrente, la formule obtenue a la question précédente :

YpeN, S(p.n) :Z ) k(n)kp

k=0

I1.C) Avec les questions précédentes :

-

k=0

III Etude d’une famille de polyndmes

ITT.A - Généralites

ITT.A.1) Pour tout k € [0, n], deg(Hy) = k.
Donc la famille (Hy, Hy, ... H,) est une famille de degrés échelonnés, donc elle est libre.
Elle est constituée de n + 1 = dim(IR,,[X]) éléments de R,,[X]. Donc

(Ho, Hy,...Hy) est une base de R, [X]

TI1.A.2) 6(Ho) = 1—1=0.
Et pour tout k € [1, n],

k=1 k=1
6(Hp)(X) = Hp(X +1) — Hp(X) :% (H(X +1—j) - J[(X —j))

j=0 J=0

! k—2 k=2
= ((X+1)H(X—j)—(X—k+1)H(X_j))

j=0 =0

i=0

k—2 k-2
5(Hy) :% (H(X —;}")) (X+1)—(X—-k+1)) = % (H(X —j)) X k=Hj
j=0 '

Bilan :

5(Ho) =0 et pour tout k € [1,n], §(Hy) = Hp—y
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IIT.A.3) Comme 6 = 7 — id, on a alors 7(Hy) = 6(Hy) + Hyg = Hg et 7(Hy) = §(Hy) + Hp =
Hy + Hp—1.
Ainsi M’ est exactement la matrice de 7 dans la base (Ho, Hy,. .., Hy,) de Ry,.
Par conséquent,

M et M7 sont semblables (matrice d'un méme endomorphisme dans deux bases différentes)

II1.A.4) Pour tout k, ¢ € [0, n], on a (par récurrence pour £ = k) :

0% (He) = 057 (o) = { Hip s (>k

0 sinon
Puis comme h # 0, Hp(0) = 0 et Ho(0) = 1.
Par conséquent :
, 1 si =k
k _
" (He)(0) _{ 0 sinon

ITI.A.5) Puisque (H}) est une base de R,[X], pour tout P € R,[X]
il existe ap,ay,...an € R tels que P = Z?:O asHy.
Puis, par linéarité :

S P(0) =" ard*(He)(0) = ar
£

Donc

VP cR,[X], P = Z 8*(P)(0)Hy
k=0

I11.B - Etude d’un exemple

I11.B.1) Notons T(X) = X* +2X2 4 5X + 7.
1 s’agit de calculer 6%(T)(0), pour k de 0 a 3. Or

T(X)=X*4+2X? 45X +7,6(T)(X) =3X?+7X +8, 64T)(X) =6X +10, 6*(T)(X) =6

On a donc

|T =6Hs + 10H, +8H, + 7H, |

I11.B.2) Puisque §%(Hy) = Hj_3, alors par linéarité :

si P =6H; + 10H, + 8Hs + THj, on a §%(P) = 6Hs + 10H, + 8H, + THy

II1.B.3) Considérons (pp) une solution particuliere.
Toute autre solution (uy) vérifie :

VE €N, (u—plit+z — 2(u — pli+1 + (v — Pl = (U2 — 2up41 + uk) — (Pr+2 — 2Pk+1 + Pk)

= (B + 22 +5k+7)— (K +2k>+5k+7)=0

Donc la suite (v — p)n est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Son équation caractéristique est 72 — 2r +1 = (r — 1)?,

et il existe A, B € R tel que pour tout n € N, u,, = pp, + (A + Bn)1"

Reste a trouver une solution paticuliere. On a vu que §4(P)(X) = P(X+2)-2P(X +1)+P(X).
Avec P tel que ¥k € N, §2(P) (k) = k*+2k?+5k+T7 et p;. = P(k), on a une solution particuliére.
Enfin, comme pour k > h, Hp(k) = #k(k—1)...(k— (h—1) = # x ﬁ = (i) et pour
k<h, H(h)=0;o0na
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II1.C - Polynomes a valeurs entieres
ITI.C.1) Le calcul a été fait plus haut pour les nombres entiers naturels.
Sik <0, en notant p=—Fk,on a:

Ho(k) = —k(k = 1) (k= (n = 1)) = T (=p)(~(p+ 1)) .- (~(p+n 1)

R(P—F?l 1) o n p+-n—1
e

( n

Finalement

(,f;) si E>=n
Hy(k) = 0 si kel0,n—1]
(""" s k<0

IT1.C.2) Tous les coefficients binomiaux sont entiers (puisqu’il s’agit d’un cardinal d’'un ensemble),
donc pour tout k € Z, Hy(k) € Z.

Hn(Z) C Z

I11.C.3) Pour tout k € Z,
o(P)(k) = P(k+1) — P(k)

Par soustraction de nombres entiers, il s’agit d’un nombre entier. Donc

Si P est a valeurs entieres sur les entiers, alors il en est de méme pour 6(P)

ITT1.C.4) Si P est a valeurs entiéres sur les entiers,
alors par récurrence (sur i € N), pour tout entier k € Z, 8"(P)(k) € Z;
et donc en particulier 6"(P)(0) € Z, et les coordonnées de P dans la base (H},) sont des entieres.
Reciproquement si les Coordonnees de P dans la base (Hy) sont des entiers,
alors P = Y4 a;H;, puis P(k) = Y%, a;H;(k) € Z (combinaison linéaire d’entiers).
Bilan :

‘P est a valeurs entiéres sur les entiers si et seulement si ses coordonnées dans (Hy) sont entieres

ITI.C.5) Supposons que P, de degré d, est a valeurs entiéres sur les entiers,
Alors d’apres les questions précédentes, il existe ap,ay ...aq € Z tels que P = Zf:o a;H;

Et donc
d

d!P:Za.iXd!H.iZXd:(Gg'Xd(d—l)---(i‘i‘l)Xﬁ(X_j))

i=0 i=0

‘Il s’agit bien d’un polynoéme d!P a coefficients entiers. ‘

Comme le montre le polynéme P = %X 2. de degré 2 :
on a 2P a coefficients entiers, mais P(1) = £ ¢ Z.

‘La. réciproque est donc fausse.
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