o Exercice 2
a) Pendant une durée d¢, la distance parcourue dx est égale a la longueur de ’arc de cercle adé (portion de la roue ayant touché le

sol). En divisant par df on obtient |v = ab (=cte).

b) On intégre : 0(r) =21+ A4 avec 0(0)= A=0, soit|0(t) = —t|.
a a

¢) R'est en translation rectiligne uniforme par rapport a R.

Dans ', M tourne autour du point fixe C a la vitesse angulaire constante 6 : le mouvement de M dans Q' est circulaire uniforme.

d) Loi de composition des vitesses : ;(M )g = ;(M Vg + Z(M )ara -
Le référentiel R’ étant en translation rectiligne dans R : E(M dq/e = ;(C )q = va .

D’autre part, pour M en mouvement circulaire uniforme dans Q' : ;(M g =a 6; = v}' .

- — - — — - t\— . vt—
Donc v(M)g :v(ex +j):v(1—cos9)ex +vsinfe, soit|v(M)q :v[l—cosv—jex +vsmv—ez .
a a

Loi de composition des accélérations : ;z(M )g = ZI(M Y + Z(M daq + Z(M ) /q -
Or E(M dasq = 0 (translation) et cTe Mg g = Zz(C)gl =0 (mouvement de C rectiligne uniforme). Et I’accélération de M dans R est
dirigée vers le centre du cercle :
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v
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aM)g =—abi=——i= ——(—sm@ex —cosé)ez). Donc|a(M)q =—| sin—e, +cos—e, ||
a a a a a

. . . vt . .ot s \ a . vt
e) Projections de la vitesse : x(t)=v[l—cos—] et z(f)=vsin— . On intégre par rapport a f: x(t)=v(t——s1n—]+B et
a a v o a

. vt t
z(t) = 2 cosv—t + C . Et avec les conditions initiales x(0)=z(0)=0 :|x(t)=vt—a sin— | et z(t) = a[l —cosv—) .
v a a a

z oscille entre 0 et 2a, tandis que x augmente toujours z
(puisque x(¢)=0). 2a

Lorsque - = 2k, x(£) = 2kna, 2(£) =0 et £(f) = ()= 0.
a
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f) Lorsque le caillou quitte la roue, sa vitesse initiale a une composante x(¢) = v(l - cos—j qui ne peut étre que positive (ou nulle s’il
a

est sur le sol). Il est ensuite en chute libre en gardant cette vitesse horizontale : le caillou ne peut partir que vers 1’avant.

o Exercice 3
a) Le référentiel R de I’anneau est non galiléen, car il est en rotation (uniforme) par rapport au référentiel terrestre galiléen.

; réaction normale de I’anneau|R =R,e, + R, e, |; force d’inertie

b) Forces appliquées a M dans R : poids |13=m§ =—ng

d’entrainement ﬁ =-m a—e(M) =+mw?*OM = mw? (%+CM) soit a =mw? (rcosaej—rsinaej—i—r&) ; force d’inertie de

Coriolis E:—mZ(M):—ZmﬁA;(M)m :—Zma)e—z/\rda soit Ez+2mwr0'cej.

¢) PFD pour M dans R : P+R+ 1?; + I”TC = le(M )g - Or ZI(M Vg =—76> a + riia (mouvement circulaire), donc les projections sur

0+R, +mae?r(cosa+1)+2mawra=—mra?

labase e,,e,,e, donnent: {0+0—ma?rsina+0=mra
-mg+R,+0+0=0.

L’équation différentielle du mouvement est la deuxiéme (qui ne contient pas d’autre inconnue) : |6 + w?sina=0|

d) L’équilibre correspond & 6 =0 d’ou sina =0, ce qui donne deux positions d’équilibre : |a = 0| (point 4) et (point O).

— Point 4

Supposons que M s’écarte 1égérement de oo =0 : si a >0 alors sina >0 donc <0, alors o aura tendance a diminuer, ce qui
raméne M vers A ; méme chose si a < 0. Donc 4 est une position d’équilibre stable.

— Point O

Supposons que M s’écarte légérement de a =7, soit a=nw+¢e : si >0 alors sin(r+¢&)=-sine <0 donc o >0, alors a aura

tendance a augmenter, ce qui éloigne encore M de O ; méme chose si ¢ < 0. Donc O est une position d’équilibre instable.

e) Pour a <1 (c’est-a-dire au voisinage de A), sina ~a donc 1’équation différentielle devient: o+ w?a=0. On reconnait un
oscillateur harmonique, donc la solution générale est a(t) = Acos(wt)+ Bsin(wt) [d’ou a(t) = —Awsin(wt)+ Bwcos(w?) ].

Position a ¢=0 : a(0)=0 donc A4=0 . Vitesse a =0 ;/(M)Q{T =0 soit W(M)g +v.(M)=0 d’ou

V(Mg =—ve(M)=—v(A)g, =-2rwe, ;or WM)q =rde,,donc ¢(0)=-2w,d’odt B=-2. Finalement : |a(t) = —2sin(w?) |




f) a oscille entre -2 et 2 (radians), donc ne vérifie pas I’approximation a <« 1.

En réalité, |sin oc| < |0c|, donc |0c| < w? |a| : ’accélération est toujours plus faible que dans 1’approximation linéaire, donc I’amplitude

réelle des oscillations est plus faible que celle qu’on avait calculée.

g) Il y a deux forces conservatives, P et f"“; Energie potentielle de pesanteur : E,, =+mgz+cte=cte puisque z=0. Le seul

terme variable est donc I’énergie potentielle de la force d’inertie d’entrainement (axifuge) :

p.1€

1 1 . . . s
E . = - ®*OM? +cte = -5 @?(r? +r? =2rcos(r—a))+cte soit |E,; =-mw’r*(l+cosa)+cte| . Energie cinétique :

1 . 1 .
E, :Emv(M)fR soit | E, =Emr2a2.

dE

= :9’(17;)( =0 car les forces non conservatives (E et I‘*"l:) sont orthogonales a la vitesse (selon a) Donc
dt *

—m’r*(—asina)+mr’ad =0 d’ot a =0 (solution particuliére correspondant a 1’équilibre) ou .

o Exercice 4
(Vu en classe)

TEM dans R :

Cinématique : ;(M)m,:)'/'e*y: et Zz(M)m,:j}’E;. Forces : f’:mg(—cosaeyr—sinaet:) ; E:eré;+Rer; ; T:—ky'e‘; ;

FE, =mw2y'sina(sinaeyr —cosaezr) ; B, =+2mwy'sinae, .

= . = . 1 e . 1 1 .
¢) P dérive de E, =+mgz=+mgy'cosa ; T dérive de E,, :Eky’2 ; F, dérive de E, :—EmwzHM2 :—Ema)zy’2 sin a. .

. . r ' 1 : ' - -
L’énergie potentielle totale est donc | E,(y") =mgy'cosa +E(k —maw?’sin’a) y'* (+cte) | Les autres forces (R et F, ), orthogonales

au mouvement, ne travaillent pas : I’évolution de M est donc conservative. Les positions d’équilibre correspondent alors aux extrema
de I’énergie potentielle.

dE , cos d’E
L =mgcosa+y (k—mw’sin®a) =0 équivaut a |y, = _MEEE | pe plus L

. .k .
=k-mw?sin’a . Si ——w?sin’a >0,

dy' " mo*sina—k dy" m

dzEP ’ . . \ o , oy . k . dzEp

G >0 donc E,(y¢,) est un minimum, ce qui correspond a une position d’équilibre stable. Si ——w’sin’*a <0, G <0 donc
y m y

¢’est un maximum, ce qui correspond a une position d’équilibre instable.
0+R. +0+0+2mwy'sina=0

d) PFD pour M dans Q': P+ R+T + F, + F, = ma(M )q . Projections : —mgcosa+0—ky +mw?y'sin*a+0=mj’

—mgsina+ R, +0—mw?y'sinacosa+0=0.

On tire ’équation différentielle du mouvement de la deuxiéme projection : | ' + (— —w? s1n2aj y'=—gcosal
m

.k . . 1 k k . . .
e)|Si ——w?sin?a >0/, soit w < — — , on peut poser (@) = ,[——w?sin’a |, d’ou '+ oy’ =-gcosa : la forme de la solution
m sina \ m m
gcosa

s k 1 [k s .,k
. - — , on peut poser|w, =, /O sIn“0—— |,
;) m sino \ m m

est alors | y'(f) = —=——+ Acos(wyt) + Bsin(wyt) | |Si ——*sin*a <0}, soit >

gcosa
2
wj

d’ou ' —w}y =—gcosa : laforme de la solution est alors | y'(¢) = + + A"exp(wt) + B'exp(—wt) |.

.. A . . L o mgcosa )
Une position d’équilibre correspond a une solution particuliére constante de ’équation différentielle : |y, = TETRE , ce qui

mo3sin’a —k

correspond au terme constant dans les deux solutions ci-dessus.

Si ——w?sin’a > 0, cette position d’équilibre est stable puisque M peut osciller autour d’elle. Si ——w?sin’a <0, cette position
m m

d’équilibre est instable puisque M, 1égerement écarté, s’en €éloigne a I’infini (solution exponentielle).

f) D apreés les deux autres projections du PFD : R, =-2mwsinay’ et R, =+mgsina+m?sinacosa y’ .

.k . = . . — . cosa
Si ——w?3sin?a >0, |R = —2mww, sin o[- Asin(wyt) + B cos(wyt)] e, + msin a {g +w? cosa [— g >
m W

+ Acos(wyt)+ B sin(wot)ﬂ e_zr’ .

Si L w?sin?a < 0, |R = 2moo, sin a[ B' exp(—w,t) — A' exp(wit)]ey + msina {g +w? cosa ( £ COZS L exp(wt)+ B’ exp(—wlt)ﬂ e |
m wj




a Exercice 5

a)

¢)  zénith A

s>

sud

équateur

est €

b) Par définition : F, =—ma,(M)=-2mQ v .

Or ?)chosle—y+Qsian et ;z—vg

________ De, donc FTC = —2m(Qcos/lg+Qsin/lg) A (—vg) soit E = —2szin/1ve_x.
(vers I’ouest, c’est-a-dire vers la droite).
AN|F, =21kN]|
. Fi _
Or le poids est P =mg =20 MN donc » =1,1-107 =0,11%]|
méridien

Aux deux forces précédentes s’ajoute la réaction R des deux rails (la force d’inertie d’entrainement,
due au mouvement de la Terre, étant déja incluse dans le poids).

Le PFD appliqué au train donne donc P+R+ FTC =ma.

Or I’accélération du train est nulle si on considére son mouvement comme rectiligne uniforme.
Si on tient compte de la courbure de la Terre, le mouvement du train est circulaire uniforme donc

£1 £l Vi — . y? F,
son accélération vaut 7z e, | ce qui donne ma = m? =2200 N = e

Dans les deux cas, la projection horizontale donne R, =—F, . =+2mQsin v (vers la gauche) : c’est

donc le rail de droite (c6té ouest) qui doit exercer une force de poussée horizontale, et subit alors une
force opposée donc s’usera plus vite que le rail de gauche.

Si le train va vers le nord, la force de Coriolis est orientée vers ’est et ¢’est donc le rail du coté est
qui s’use le plus, mais il s’agit toujours du rail de droite (par rapport au sens du train).




