PC Lavoisier A rendre mardi 4 novembre 2025

Devoir d’entrainement de physique n° 3

Probléme A
(E3A PSI 2013)

Ecoulement d’un glacier

Un glacier est une masse de glace qui se forme par le tassement de couches de neige
accumulées ; écrasee sous son propre poids, la neige expulse l'air qu’elle contient, se soude en
une masse compacte et se transforme en glace.

Du fait de sa plasticité, un glacier s'écoule lentement sous l'effet de la gravité le long d’'une
pente avec une vitesse d’écoulement trés variable selon la pente, la topographie du lit rocheux ou
I'épaisseur de la glace. Sa vitesse moyenne est de l'ordre de quelques centiméetres a quelques
dizaines de centimetres par jour, le record revenant au glacier Kangerdlugssuag dans le
Groenland ou la vitesse moyenne atteinte est de 14 kilométres par an.

A/ ETUDE PRELIMINAIRE (ECOULEMENT D’UNE COUCHE DE MIEL)

En préambule a I'étude d’un glacier, intéressons nous a I'écoulement d’un fluide visqueux ,
par exemple une couche de miel, sur une plaque plane inclinée.

Une couche d’épaisseur constante h, d’un fluide visqueux newtonien incompressible, de
viscosité dynamique n et de masse volumique p, s'écoule dans le champ de pesanteur supposé
uniforme, sur un plan incliné faisant un angle « avec 'horizontale (Fiqure 1).

La viscosité cinématique est définie comme le rapport v =n/p .

Figure 1

Le support plan incliné a pour équation z = 0 et la surface libre correspond a z=h. Les
forces de viscosité exercées par l'air sur la surface supérieure de la couche de miel sont
négligées. A linterface air—miel, la pression est uniforme et égale a la pression atmosphérique.
Les dimensions du systeme dans les directions Ox et Oy sont tres supérieures a l'épaisseur h de
la couche de miel.

Hypothése : I'écoulement est réalisé en régime permanent.

A1. Préciser l'orientation des lignes de courant dans la couche de miel.

A2. Montrer gu'en écoulement stationnaire unidirectionnel, le champ de vitesses s'écrit sous la
forme: v(M)=v(z) e, .

A3. Dans les conditions qui viennent d'étre décrites, simplifier I'équation générale de NAVIER-

STOKES : p% ~—grad P +p g+n Av. (D désigne la dérivée particulaire)
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A4 Projeter I'équation locale de la dynamique qui en résulte sur la base (éx,éy,éz) .

En déduire les expressions des composantes du vecteur grad P sur cette base.

A5 Justifier que la répartition de pression dans le miel s’écrit P =P(z), puis 'exprimer.

d’v(z)

a7 +ksina =0 vérifiée par la vitesse v(z) et identifier k.
z

A6.  Etablir 'equation différentielle

A la surface libre, sur le plan d’équation z = h, la contrainte tangentielle exercée a la
surface libre par la couche d’air sur la couche de miel est nulle.

A7. Ecrire, en les justifiant, les conditions aux limites relatives a la vitesse v, en z=0 et 4 sa
. o HWEZ
dérivée ( ),en 7=
dz

A8. Résoudre I'équation différentielle et montrer que le profil de vitesse dans la couche de miel
vérifie la relation : v(z) =B z(2h - z) . Identifier B.
Localiser le point ou cette vitesse est maximale et préciser 'expression correspondante de
la vitesse vyax. Calculer vyax sachant que h=3,0mm, o =10°, g=10 m.s” et que, pour
le miel, p=14.10° kgm™ et 1 =10,0 Pas.

A9. Représenter le champ des vitesses de cet écoulement, en respectant sa configuration
géometrique (figure 1).
La couche de miel posséde une largeur W (selon Oy) qui demeure trés grande par rapport

a l'épaisseur h.

A10. Exprimer le débit volumique Qy du miel. En déduire la vitesse moyenne (v) de
I'écoulement et 'exprimer en fonction de Vyax.

11. Exprimer le nombre de REYNOLDS, écrit comme le rapport de deux termes énergetiques

qu'il conviendra de justifier. En déduire son expression littérale puis sa valeur numérique.
Qualifier la nature de I'écoulement.

B / DYNAMIQUE D’UN GLACIER

Les mouvements dun glacier peuvent étre modélisés par l'écoulement d'un fluide
newtonien extrémement visqueux. Afin d'adopter une géométrie simple, la vallée glaciaire est
assimilée & une canalisation de section rectangulaire en forme de U dont le fond est incliné d’un
angle « par rapport a 'horizontale (Figure 2). La masse de glace occupant cette vallée possede
une largeur moyenne a et une épaisseur moyenne h, avec a = 2h .

Compte tenu de la géométrie proposée, la nouvelle répartition de la vitesse dans les
couches du glacier s'écrit : v(M) =v(y,z) &, .

B1. Etablir, & partir des résultats obtenus dans I'étude préliminaire, I'équation différentielle
décrivant 'écoulement du glacier en régime permanent.

Afin de simplifier la description de cet écoulement, réalisons les changements de variables
suivants: y = y'a, z=2"a. Les grandeurs y’ et 2’ sont adimensionnees.
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Transformer I'équation différentielle précédente en introduisant une vitesse caractéristique

Vo, et en posant v =v'v_, de fagon & obtenir une équation différentielle adimensionnee en
%' " o'

ay= pz?

v'(y',z"), pouvant s'écrire : +1=0. Expliciter vo.

a=2h

Figure 2

Préciser les conditions aux limites vérifiées par la solution v'(y'z'), en z'=0 et

; SRREMIN ¢
y'=+1/2, puis par sa derivee a—;,en i
Z

La résolution informatique de cette équation différentielle permet d’obtenir le tracé de v’ en

fonction de y’ (Figure 3) pour différentes valeurs du paramétre z’' (compris entre O et 1/2).

v’
1EO,OG
z'=1{2
"

Zh="18

Figure 3
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B4 Evaluer la valeur maximale v',,, atteinte par la vitesse adimensionnée v' a la surface
superieure du glacier.

B5. Combiner ce tracé avec celui réalisé en question A3, dans le plan Oxz afin de représenter,
en vue perspective, I'écoulement du glacier en trois dimensions.

De tout temps, les glaciologues ont tenté d’évaluer la déformation des glaciers et leur
écoulement (autrefois a l'aide de pierres posées sur le glacier, plus récemment a l'aide de balises
GPS et par interférométrie radar, comme étudié en seconde partie).

Etablie pour le glacier du Rhéne pres du col de la Furka dans le Valais suisse, la fiqure 4
présente, en superposition a une carte IGN, I'evolution d’'une ligne d’environ 50 balises au cours
d'une décennie (années référencées A, A+1, ..., A+9). A linstant de référence (année A), les
balises sont alignées sur la largeur a du glacier, entre deux moraines latérales.

B6. Estimer le déplacement de la balise centrale sur la durée de 9 années. Calculer la vitesse

moyenne de déplacement en m.an™", puis en m.s™".
En déduire la valeur de la vitesse caractéristique v,.

B7. Determiner, puis calculer, la viscosite cinematique de la glace. Commenter.

alignement des balises
(année A de référence)

Fiqure 4

Ecoulement du glacier du Rhéne

Données : a = 2h =800 m, angle moyen a =14° et g =10 m.s™.
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Probléme B
(Mines-Ponts PC 2019)

La spirale d’Ekman

Lors de diverses expéditions en direction du pole nord, on a pu constater que les navires pris
dans les glaces du pack arctique dérivent systématiquement a droite de la direction du vent.

On interprete ces résultats par la différence de direction d’écoulement du vent (qui entraine la
surface de l'eau) et de 'eau profonde (qui entraine les glaces dérivantes du pack) du fait de la
rotation propre de la Terre autour de 'axe polaire (on parle ici d’effet Coriolis). L’entrainement
des couches de plus en plus profondes de 'océan est du aux effets de viscosité de 'eau.

Ce changement graduel de direction en fonction de la profondeur possede une forme de spirale.
Elle prend le nom de 'océanographe suédois Vagn Walfrid Ekman qui 'expliqua dans sa these
en 1907.

[ 19 — La viscosité de 'eau liquide a basse température (sous les glaces du pack arctique)
est-elle, a votre avis, plus ou moins élevée qu’a température ambiante 7

L’étude qui suit est réalisée dans un référentiel terrestre (Oxyz) dans lequel (Oz) est vertical
ascendant, (Ox) dirigé dans la direction du vent. L’océan occupe toute la région z < 0; on le
modélise comme un écoulement incompressible, visqueux, de pression P. Le champ de vitesse
U de cet écoulement est stationnaire horizontal (v, = 0), il ne dépend que de la profondeur
oiF  ov - . .\ P o . :
Ty 7y =0 ), et il est entierement situé a proximité du pole nord (latitude A = 7/2). La
pression atmosphérique est uniforme et notée F.
(4 20 — Expliciter les forces de pesanteur et des pseudo—forces d’inertie exercées par unité de
masse d’eau en fonction de v, vy, go (accélération de la pesanteur polaire) et de Tj (durée du
jour). Que dire des forces d’inertie d’entrainement ?

(A 21 — Ecrire 'équation locale qui traduit le principe fondamental de la dynamique appliqué
a une particule mésoscopique d’eau (Equation de Navier—Stokes). Montrer que la pression P
ne dépend que de z et déterminer son expression.

A 22 — Montrer que les fonctions v,(z) et v,(2) sont reliées par deux équations différentielles
couplées du second ordre, que 'on établira et qui feront apparaitre un parametre commun noté
0, homogene a une longueur, que 'on exprimera en fonction de 1., 1 et pe.

(A 23 — On note vy = vy€, la vitesse de surface de I'ean océanique située en z = (). Déterminer
v,(2) et v,(2) en supposant que le fond de l'océan correspond a la limite z — —oo.
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