Me2 - Corrigé d ices2,3,4,5 et 6

o Exercice 2
a) Puisque chaque particule conserve sa vitesse (direction, sens et norme), son mouvement est rectiligne uniforme, donc H.
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b) Considérons la particule se trouvant en M a I’instant #. Elle posséde toujours la vitesse qu’elle avait au départ, soit v=v,; = ¢
T

. . . r = ro—
et elle a donc parcouru entre 0 et ¢ la distance : »—#,; =vt < r—vr=vt d’ou on tire v=——, soit|v(M,¢) = t—e, .
t+7 +7

¢) Plus une particule fluide est loin du centre initialement, plus elle va vite : les particules s’éloignent donc les unes des autres, c’est-a-
dire que le fluide se dilate : I’écoulement n’est pas incompressible.
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Mathématiquement, on calcule : divv = div (L e, ) = Li(”_j d’aprés la formule fournie, soit divy = 3 > 0. La divergence
t r2or\t+rt t+t
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n’étant pas nulle, I’écoulement n’est pas incompressible. Son signe positif indique d’ailleurs que le champ de vitesse a tendance a
diverger géométriquement, ce qui est évident des le départ.
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d) alM,t)=—+\v-grad)v=— e |+ —e. -e.— e |=— e + X e, soit|a(M,t)=0|. On retrouve
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bien le résultat de la question a.
e) Le fluide occupe & 7 = 0 I’intérieur d’une sphére de rayon 7, . A I’instant 7 quelconque, il occupe toujours une sphére, dont le rayon
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est la position des particules les plus éloignées de O : elles étaient initialement & r,; =7, , et sont maintenant a ry +vt =7, +—= .
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La masse totale se conserve, soit : m () =m(0) < p (t)—;r(ro +r—°t) =p(0)=nrd dou|p(t)= L& .
3 T 3 (1+1¢/7)
. . . op . (- dp . ( pr — dp 3p , . .
f) Equation de conservation de la masse : —+ le( pv) =0 —+div| —e, |=0< —+——=0. Pour résoudre cette équation
ot dt t+1 dt t+7
el . . . . dp  3dt . A
différentielle a coefficient non constant, on sépare les variables : — = T On peut alors intégrer de chaque coté :
p +7
3 e __pO
In p(t)—In p(0) = -3In(¢+7)+3Int ce qui équivaut a|p(t) = W .
1+t/7

o Exercice 3

a) L’écoulement n’est pas stationnaire, puisque les deux composantes du champ de vitesse dépendent du temps.

Il est uniforme, puisque le champ de vitesse ne dépend pas des coordonnées spatiales du point M.

b) Le champ des vitesses étant uniforme, a chaque instant les lignes de courant sont des droites paralléles entre elles, faisant I’angle w?
avec I’axe (Ox) (d’apres les projections du vecteur vitesse).

c) Q(M,t) = % + (;@ﬁ); =V, [—w sin(wt)a + wcos(wt)g] +0 soit Zz(M,t) = vow[—sin(wt)a + cos(wt)ej] . Ce champ de

vecteurs est orthogonal aux lignes de courant (ce qui montre bien que celles-ci ne sont pas des trajectoires).
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d) x=v,cos(wt) et y=v,sin(wt) , d’ou en intégrant : x(1) = A+—2sin(wt)| et | y(f) = B——cos(wt)|. L équation cartésienne
w w
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s’obtient en éliminant # entre x et y : dans ce cas on utilise la relation sin?(wt)+cos?(wt) =1, d’ou : |(x—A4)* +(y—B)* = —02 .
®

C’est I’équation d’un cercle de rayon (le méme pour toutes les particules fluides) et de centre Q(A4,B) (différent pour

chaque particule, en fonction de sa position initiale).
e) La ligne de courant est tangente a la trajectoire (puisque le vecteur vitesse est tangent aux deux).

o Exercice 4
a) L’écoulement est stationnaire, puisque tous les termes du champ de vitesse sont indépendants du temps.

Il n’est pas uniforme, puisque le champ de vitesse dépend des coordonnées spatiales x et y.
b)

.~ 0Ov, Ov, , . .
¢) divv =—~+—=—-k+k =0 :I’écoulement est incompressible.
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—— (Ov — - -
d) rotv :[ 8y - Gavx jez =0 : I’écoulement est irrotationnel. I1 existe donc un potentiel des vitesses @(x,y) tel que v = grad®, soit
X y
0P 0P . . x? . . .
. =v, =—kx et . =v, =ky. On intégre par rapport a x: P(x,y) = —k7+A(y) . On dérive par rapport a y et on identifie :
X v
& d4A . 2 . 1
E;— = 3— =ky d’ou en intégrant a nouveau : A(y)= ky?+ cte. Finalement : |®(x, y) = Ek (y? —x?)+cte|.
V y

¢) Equations du mouvement : X =—kx et y=+ky. Solutions :|x(t) = Bexp(—kt)| et| y(t) = Cexp(+kt) ‘ On élimine le temps entre

. . cte
les deux en faisant le produit : (= BC) ou|ly=—1|
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cte
dx = dy = _dx = +Q . On intégre des deux c6tés : —Inx =1In y —In(cte) soit|y =—

vy X y X

g) Les lignes de courant sont confondues avec les trajectoires des particules fluides dans cet écoulement stationnaire. Ce sont des
branches d’hyperboles.

o Exercice S
a)Enr=a, v(M)q =-2V,sinf¢, : la vitesse au contact du solide est bien tangente au solide (composante normale nulle).

En r — oo, ;(M)@U =+V, cosﬁa—VO sinﬁa =V, a = —70 , ce qui correspond a ;(M)LR =0 (loi de composition des vitesses) : a
grande distance, le fluide reste immobile, non affecté par la présence du solide.
b) =0 :(v(a,0)g =0| O =x/2 :|v(a,7r/2)gy =+2Vye | O=m :|v(a,m)q =0| 6=37/2 : ‘v(a,37r/2)gy =42V, e,
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¢) Loi de composition des vitesses : v(M)q =v(M)g +v, (M)gq soit v(M)g =+V; [l—a—zjcos&er -V, (1 +a—2jsin9e0 —V, e, soit
r r

v(M)g =V, r—zcosee, —Vor—zsinaeg .

d) L’écoulement est stationnaire dans ', car le champ de vitesse donné ne contient que des termes indépendants du temps.
Mais I’écoulement n’est pas stationnaire dans R, car le champ de vitesse ci-dessus est exprimé dans la base cylindrique liée au
cylindre, donc les vecteurs e, et ¢, ainsi que les coordonnées 7 et § dépendent du temps dans un référentiel ou le cylindre bouge. (Il

est d’ailleurs évident que si on regarde un point donné, en étant fixe dans R, 1’écoulement varie lorsque le cylindre passe).

e) Dans @/, les lignes de champ sont confondues avec les trajectoires des particules fluides (écoulement stationnaire).

On utilise les informations trouvées sur le champ de vitesse au contact du cylindre (tangent au cylindre) et & grande distance
(uniforme), et entre ces deux zones on trace des lignes de forme intermédiaire, qui montrent comment le fluide contourne le cylindre.
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f) dOM // v soit ﬂ:rdﬁg r dr= r rdeggzcosedgz ou apres intégration : Inr = In(sin ) + cte

v, v a® cos® a®sind 7 sinf siné
< r =ctexsin@ . Si on note la constante 25, I’équation est celle d’un cercle de rayon b et passant par O.

o Exercice 6
a) Le champ des vitesses ne dépend pas de la variable ¢ : I’écoulement est stationnaire.
En revanche ce champ dépend d’une variable spatiale : I’écoulement n’est pas uniforme.

b) On calcule la vitesse pour les cotes indiquées : en z =0, v=0 ;
- - V- 3 - 3V — - —
en z=—,v=—e, ;N z=—, V=—e, ;eNn z=—,Vv=—-=e, ;eten z=h, v=Ve, .
4 4 2 2 4 4
Sur le schéma sont placés les quatre vecteurs ci-dessus non nuls, et quelques autres (en

rouge), ainsi que le profil des vitesses, qui est rectiligne (fonction affine en z).

¢) On schématise une particule fluide par un rectangle, dont le co6té du haut a une vitesse
supérieure a celle du c6té du bas. Ainsi, a I’instant ¢+ dz , les points du haut se sont déplacés
un peu plus que ceux du bas, ce qui déforme la particule fluide en un parallélogramme.

On peut alors percevoir une certaine rotation (dans le sens horaire pour ce cas), donc
I’écoulement n’est pas irrotationnel.

En revanche, 1’aire du parallélogramme est la méme que celle du rectangle, autrement dit le
volume de la particule fluide n’a pas changé : I’écoulement est incompressible.
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Vérification par le calcul : roty =

— V= . s _ O
Ve e, = Zey # 0 (orienté vers I’arriére du plan de figure) ; divy = Yr _9.
z X

- @ ¢h 27 Vah
d) D, = v-nds = Viex-ex dydz=Ka z soit| Dy =22
X —0dz=0 h h 2 2=0
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Vitesse débitante : v4 = —Z soit [vq = S Le débit est le méme que si la vitesse avait cette méme valeur v4 sur toute la largeur.
a




