Programme des colles de Mathématiques Lycée Jean Perrin — PC

Quinzaine 10 du 02/03 au 13/03

Chapitre 9 : Réduction

Valeur propre, vecteur propre (non nul), sous-espace propre d'un endomorphisme, d’une matrice car-
rée.

Exemples raisonnables de recherches de valeurs propres et de vecteurs propres a partir de la défini-
tion : équation aux éléments propres u(zr) = Az; équation aux éléments propres AX = A\ X.

Si u et v commutent, les sous-espaces propres de u sont stables par v.

Spectre d'un endomorphisme en dimension finie, d’une matrice carrée.

La notion de valeur spectrale est hors programme.

La somme d’une famille finie de sous-espaces propres d’un endomorphisme est directe (*).

Toute famille finie de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.

Si u(z) = Az, alors (u*)(x) = Az et pour tout polyndome P, P(u)(z) = P(N)z (*).

Soit P un polynoéme annulateur de u; si A est valeur propre de u, alors A est racine de P (réciproque
fausse).

Polynéme caractéristique d’une matrice carrée, d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Par convention le polynome caractéristique est unitaire.

Notation x4, . Coefficients de degré 0 et n — 1.

Les valeurs propres d'un endomorphisme de dimension finie sont les racines de son polynéme carac-
téristique.

Spectre complexe d’'une matrice carrée réelle.

Multiplicité d’une valeur propre. Majoration (et minoration par 1) de la dimension d’un sous-espace
propre par la multiplicité (*).

Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique, donc les mémes valeurs propres
avec mémes multiplicités.

Le théoreme de Cayley-Hamilton : le polynéome caractéristique est annulateur. La démonstration
n’est pas exigible.

Un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie est dit diagonalisable s’il existe une base
dans laquelle sa matrice est diagonale. Une telle base est constituée de vecteurs propres.

Une matrice carrée est dite diagonalisable si et seulement si elle est semblable a une matrice diago-
nale. Interprétation en termes d’endomorphisme.

Calcul des puissances d'une matrice diagonalisable.

Dans la pratique des cas numériques, on se limitera a n =2 ou n = 3.

Un endomorphisme d'un espace vectoriel F est diagonalisable si et seulement si la somme des di-
mensions de ses sous-espaces propres est égale a la dimension de 'espace. Traduction matricielle.
Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé sur
K et si, pour toute valeur propre, la dimension du sous-espace propres associé est égale a sa multi-
plicité. Traduction matricielle.

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n admettant n valeurs propres distinctes est
diagonalisable (*).

Polynéme caractéristique scindé a racines simples.

Interprétation matricielle de ces résultats.

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il admet un polynéme annulateur scindé a
racines simples. La démonstration n’est pas exigible.



Traduction matricielle. Le lemme de décomposition des noyaux est hors programme.
L’endomorphisme induit par un endomorphisme diagonalisable sur un sous-espace vectoriel stable
est diagonalisable (*).

Un endomorphisme u est diagonalisable si et seulement s’il admet H (X — \) pour polyndéme

AESP(u)
annulateur.

Un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie est dit trigonalisable s’il existe une base
de E dans laquelle sa matrice est triangulaire.

Expression de la trace et du déterminant d’'un endomorphisme trigonalisable, d'une matrice trigona-
lisable a I’aide des valeurs propres.

Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangulaire.

Un endomorphisme (une matrice carrée) est trigonalisable si et seulement si son polynéme caracté-
ristique est scindé sur K. La démonstration n’est pas exigible.

Dans C, toute matrice carrée et tout endomorphisme est trigonalisable.

Traduction matricielle.

La technique générale de trigonalisation est hors programme. On se limite dans la pratique a des
exemples simples en petite dimension et tout exercice de trigonalisation effective doit comporter une
indication.

Chapitre 10 : Espaces euclidiens

Isométries vectorielles : un endomorphisme d’un espace euclidien E est une isométrie vectorielle s’il
conserve la norme.

Une application linéaire qui conserve la norme est injective.

En dimension finie, une application linéaire qui conserve la norme est un automorphisme.

Autre dénomination des isométries vectorielles d'un espace euclidien : automorphismes orthogonaux.
Caractérisations par la conservation du produit scalaire (*), par I'image d’une (de toute) base or-
thonormale (*).

En remarque : une application de £ dans E (£ de dimension quelconque) qui conserve le produit
scalaire est forcément linéaire.

Exemple des symétries orthogonales et réflexions orthogonales.

Questions de cours :
— Les énoncés des définitions, des théoremes.
— Les démonstrations marquées par (*).
— Les méthodes usuelles sur des exemples.
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