Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin — PC

Devoir n°7

Polynémes de Laguerre !
+o00
1. Soit n € N, montrer que t — t"e~" est intégrable sur |0, +o0[. On pose a,, = / t"e~tdt.
0

Que vaut ag ?

2. A T’aide d’une intégration par parties, montrer que
VneN, apy1 = (n+ 1a,

et en déduire que pour tout entier n,
+oo
an = / te~tdt = n!
0

On pose si P et @) sont des polynomes de R[X],
400
Pl = [ PoQ@me
0

Montrer que (P|Q) est bien définie.

Montrer que (|) définit un produit scalaire sur R[X].

Déterminer pour tout (n,m) € N, (X" X™).

Vérifier que pour tout polyndémes P, @, R on a (PQ|R) = (P|QR).

Soit n € N*, on note E,, = R,[X], et on considere la famille (P, ..., P,) des polynémes
obtenus par orthonormalisation de Schmidt de la base canonique (1,X,...,X") (on
remarquera que le changement de dimension n ne change les polynémes P déja détermi-

nés). On rappelle que le procédé de Schmidt, partant de la base canonique (1, X, ..., X™),
consiste a poser

N T W

Qo
Qo=1 P =
I Qo ||

et si (Fy, ..., P,_1)sont déja déterminés, formant une base orthonormée de R,, _1[X], on
pose (la somme ci-dessous est la projection vectorielle de X™ sur Vect(P, ..., Py,_1) =
Rpn1[X])

m—1 Q

Qu=X"=3(X"|P)P  Pp=r~"
Q|

et (P, ..., Py) est alors une base orthonormée de R,,[X], avec des degrés échelonnés.

8. Montrer que Fy = Qg = 1 et déterminer ), et P;.
9. Déterminer Q. On trouvera Qs = X? — 4X + 2. Quelles sont les racines de P, ?

1. les polynémes de Laguerre apparaissent en mécanique quantique dans la partie radiale de la solution de
I’équation de Schrédinger pour un atome a un électron



10. Soit n > 3. On souhaite montrer que P, est scindé a racines simples et que ses racines
sont positives. Pour cela on note 74,...,r, les racines de P, qui sont a la fois positives
et d’ordre impair avec donc p < n. On pose alors

R=(X—-r)-(X—rp)
si R = 1 par convention (produit vide) si p est nul.

(a) On suppose par I'absurde que p < n. Montrer que R € R,,_1[X].
En déduire que (R|P,) = 0.

(b) Montrer en étudiant les racines de RP et leur multiplicité que
YVt >0, R(t)P,(t)

est de signe constant.

En déduire que t — R(t)P,(t)e™" serait nulle sur [0, +o0].

(¢) Montrer alors que p = n et conclure.

11. Une autre fagon d’aborder les polynémes de Laguerre (introduction). On pose si n € N,
x € R.
L,(z) =¢€" [e"a"] e
(a) Déterminer Ly, Ly et Ly. Comparer a Qo, Q1 et Q.

(b) Montrer que pour tout n € N, L,, est un polynéme de degré n (utiliser la formule de
Leibniz par exemple).

(c) Soit n € N* et p entier avec 0 < p < n. Montrer que

+oo
(X?|L,) = (—1)Pp! / [e=#2"] " da
0
On effectuera des intégrations par parties généralisées.
En déduire que si p < n, (XP|L,) = 0 et déterminer aussi (X"|L,).

(d) En déduire que si n et m sont deux entiers distincts, (L,|L,,) = 0 et déterminer

(Ln|Ln)-
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1. La fonction ¢t — t"e™" est continue sur [0, +oo|, donc continue par morceaux. Elle est

continue sur le segment [0, 1] donc intégrable sur |0, 1] et puisque

t2tne_t _ tn+26_t 0
t——+o00

1
tne_t — O+OO (_)
t2

1
et ainsi comme t +—> e est intégrable sur [1, 400, on en déduit que t — t"e™" est inté-

on a

grable sur [1, 4+o0[. Finalement, ¢ — t"e~" est intégrable sur |0, +o0.

+oo
On a qy = / e 'dt = 1 (intégrale de référence), sachant que
0

T—>+00

/ e~ldt = [e’”‘"] 0*=1—-¢e"*% — 1.
0

2. On a
+o0o
Apt1 :/ tmtle~tdt
0

{u(t) = ¢t {u'(t) = (n+ 1)t

On pose

V(t) =e" v(t) = —e"
avec u et v de classe C* sur ]0, +oo] et

u(t)v(t) = —t"e™! ;})0 u(t)v(t) = —t"e™! )H—>+OOO

et ainsi par intégration par parties, on a
+o00o
Api1 =0 — / —(n+ Dte'dt = (n+ 1)ay,
0

On a ap =1 =0!. Si on suppose que a,, = n!, alors
1= (n+1)a, = (n+ n! = (n +1)!

et ainsi on a prouvé par récurrence sur n que
+oo
Vn € N, ,an:/ t"e~tdt = nl.
0
3. Soient P de ) deux polynomes, alors P@Q est combinaison linéaire de monéme X".

Comme
—+o00
/ t"etdt
0

est convergente, on en déduit par combinaison linéaire, puisque t — PQe”
combinaison linéaire de termes ¢ — t"e~* que I'intégrale

t est alors

+oo
/ Pt)Q(t)e 'dt
0
est aussi convergente. Ainsi (P|Q) est bien défini.

3



4. On remarque déja que par définition, (|) : R[X]* — R est symétrique. La bilinéarité
découle de la linéarité de l'intégrale : si (P, Q, R) € R[X]?, (\, ) € R*, on a

AP +@lR) = [ 0P+ uQ@)R(e

= [ 0rwro + sawro)e

“+o00

+oo
=\ / Pt)R(t)e " =dt +p Q(t)R(t)e "dt
0 0
A(P|R) + n(Q|R)
d’ott la linéarité selon la premiere variable et la bilinéarité par symétrie.
Si P € R[X], on a par positivité de l'intégrale
+oo
(P|P) = / P (t)etdt >0
0 >0

et si (P|P) =0, on a avec t — P?(t)e”" continue positive,

“+oo
/ P*(t)e 'dt =0
0

et ainsi par théoréme, t — P*(t)e™" = 0 sur |0, +oo[, et donc P(t) = 0 sur |0, +oo|. Le
polynome P admet alors une infinité de racines, et donc il est nul.
Ainsi (|) définit un produit scalaire sur R[X].

5. Soit (n,m) € N* on a
+o0 +o0
X*X™) = t"tmetdt = et = l.
(X7 X™) /0 o /O o (n+m)
6. Soient P, () et R des polynomes, on a
+00 +oo
(PQIR) = [ (PQIORME = [ POQUREDE At
0 0
+oo
- / P()(QR)(t)e~"dt = (PIQR).

7. Ainsi
Qo=1
et
| Qo [IP= (1]1) =1
d’ou Py = 1. Puis
h=X-XHNl=X-1

et
Q1= (X —1X —1) = (X|X) —2(X|1) + (1)) =2 -2+ 1=1

dou P =X —1.
8. Puis

Q=X — (XN - (XX - 1)(X -1 =X 24X —-1)=X?—4X 42
avec X% —4X 42 = (X —2)? — 2 et dont les racines sont donc 2 & /2.

4



10.

11.

On ap < n—1 et ainsi comme R est de degré p, on a R € R,,_1[X). Comme P,
est orthogonal & F,,..., P,_1 par construction, il est orthogonal a tout polynéme de
R,,—1[X] = Vect(F, ..., P,—1), donc a R et ainsi (R|P,) = 0.
Si on considere le polynéme RP,, on a alors ses racines positives qui sont toutes d’ordre
pair, et ainsi RP, ne change pas de signe sur ]0, +00|, et pourtant
+00
(R|P,) =0= R(t)P,(t)e " dt
0

Comme t — R(t)P,(t)e”" est continue de signe constant sur ]0, +-o00| et donc d’intégrale
nulle, cela implique que t — R(t)P,(t)e™" est nulle sur ]0, +o0].
Ainsi RP, nul aussi sur |0, +oc[, donc admet une infinité de racines, donc est nul, et
comme P, # 0 (pas de diviseur de zéro dans R[X]), on obtient qur R = 0, ce qui est
absurde. On a en fait p = n. Le polynéme P, admet n racines distinctes (il est scindé a
racines simples) qui sont toutes dans |0, +o00].

12. (a) On a Lo(z) = e "2" = 1 = Qy(x), et

Li(x) =¢€" [e_””x]/ =e" [—ePrte ] =1—z=—-Qi(x)

puis

o [em7a?]"

[ e "2’ e ’““235]/

[e a2 — dare™ + 2e_ﬂ
— 4z + 2 = Qs(x)

(b) Par la formule de Leibniz, nous avons

Lo(z) =" Z( ) -k —xm%!k)!xn_k

k=0
et ainsi L, est un polynéme de degré n, de coefficient dominant (—1)".

(c) On effectue des intégrations par parties généralisées sucessives (p) : les termes entre
crochets seront nuls en 0 et en +o0o par le fait que toutes les dérivées qui apparaissent

[ef:pxn} (k)

sont de la forme e 2 P(z) avec P polynéme. On a
I ()
(XP|Ly) :/ a? [e 7 2" " da
0

0 +oo
— |:.I'p [e—wxn] (n—l)]; _p/ P~ 1 [e—a;xn] (n—1) dz
0

[ J/

'

=0

+00
= (—1)pp!/ le™ "] ") 4z
0



Ainsi si p=mn, on a
+oo
(X" L) = (—1)”n!/ e “a"dr = (—=1)"(n!)?
0

et sip<mn,ona

oo
(XP?|L,) = (—1)pp!/ [e’xx"} "=P) 4z
0
“+o0

= (=1)"p! [[e_g%"} (n7p71)}0 =0

car nulle en 0 et +oo (de la forme e"*zP(z) par la formule de Leibniz)

(d) Si par exemple n < m, on écrit

k=0
et ainsi .
(Ln|Lm) = (Xk|Ln) =0
k=0
n—1
On a aussi L, = (—1)"X" + Z M. XF et donc
k=0
n—1
(La|Ly) = (=1)"(X"|Lyn) + (Xk’Ln) = (n!)?
k=0
et donc || L, [|= nl.

Par exemple, pour vérification, avec Ly = X? — 4X + 2,

Qs |? = (X2 —4X + 2| X% —4X +2)
= (XZ?|X?) + 16(X|X) + 4(1]1) — 8(X2X) + 4(X?|1) — 16(X]1)
— 24+ 16x2+4—-8x6+4x2—16
=4 =(2)?



