Devoir surveillé Lycée Jean Perrin
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Devoir surveillé n°8

4 heures

Exercice I : matrices symétriques positives

On note S, (R) 'espace des matrices symétriques réelles. Soit S € S, (R).
1. Montrer qu'il existe P € O(n) telle que S = PDPT = PDP~" avec D une matrice
diagonale.
. Soit Y € M,,1(R), montrer que

[\)

YIDY = Xn: diy?

i=1

3. Soit X € M,,1(R), on pose Y = P X montrer que

X"SX =YTDY = diy;
=1

4. En déduire que si Sp(S) C R*, alors
VX € M1 (R), XTSX > 0.

ot

. Réciproquement, on suppose que
VX € M1 (R), XTSX > 0.

et on considere A € Sp(S) ainsi que X non nul de sorte que SX = AX. Montrer que
A>0.

Ainsi lorsque S est une matrice symétrique, il y a équivalence entre Sp(S) C R™ et la
condition

VX € M1 (R), XTSX > 0.

On dit alors que S est une matrice symétrique réelle positive et on note S;F (R) I'ensemble
des matrices réelles symétriques positives.

6. Montrer que si S € §,(R), il a équivalence entre :
(1) S € SF(R)
(2) 3B € S,(R), S = B
7. AN. Soit J la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 et a un réel. On pose
M=—-J+(a+1)I,
Justifier que J est diagonalisable. Quel est sont rang ? Déterminer les éléments propres
de J et en déduire ceux de M.
Pour quelles valeurs de a a-t-on M € S (R)?
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Exercice II (cours)

1. (*) Montrer que N définie sur E = C([0, 1], R) par

N(f) = |£(0)] + / F(0)de

est une norme sur F.
2. (*) On note C I'ensemble des fonctions croissantes de E. La partie C est-elle convexe ?

3. (*) La partie C est-elle bornée par la norme N 7

Exercice 111

On fixe dans ce probléme un espace vectoriel euclidien E de dimension 4. Etant donné (x,y) €
E?, on note (z,y) leur produit scalaire, et || z || la norme euclidienne de .

On appelle quart de tour tout automorphisme orthogonal ¢ € O(F) tel que g o ¢ = —idg. On
note Q l'ensemble des quarts de tours.

On note enfin

0 -1 0 O
1 0 0 0
M= 0 0 0 —1
0 0 1 O

1. Soit ¢ un quart de tour et x € E un vecteur unitaire. Montrer que g(x) est un vecteur
unitaire orthogonal a x.

2. Soit B une base orthonormale de F, et ¢ € L(E) tel que Mp(q) = M. Montrer que ¢
est un quart de tour.

3. Soit ¢ un quart de tour et € E un vecteur unitaire. On pose P = Vect(z, g(z)). Montrer
que P est un plan vectoriel stable par ¢, et que (x,¢(x)) en est une base orthonormale.
Préciser la matrice dans cette base de I’endomorphisme induit ¢p. Quelle est la nature
géométrique de cet endomorphisme ?

4. Montrer que le sous espace P est également stable par ’endomorphisme g¢.

5. A l'aide des questions 3 et 4, montrer qu'il existe une base orthonormale B = (e1,€2,€3,€4)
telle que Mpg(q) = M. Quel est le déterminant de ¢?

6. Soit ¢ € Q et a« € R. On pose f = cos(a)idg + sin(«)g. Montrer que f € O(E).
Soit x € E un vecteur unitaire. Montrer que x est contenu dans un plan P stable par
f. Quelle est la nature géométrique de I’endomorphisme induit par f sur P 7 Quel est
le déterminant de f 7

7. Soit (x,y) une famille orthonormale de E. Combien existe-t-il de quarts de tours ¢ tels
que g(z) =y?

Exercice IV

On considere la matrice A définie par

L (-2 -2 -1
A=zl2 -1 -2
1 -2 2

1. Montrer que A € SO(3)\ {I3}. On pourra noter u 'isométrie vectorielle canoniquement
associée.



Déterminer D = Ker(A — I3) ainsi que e; vecteur unitaire de D. On choisira e; = (a, b, ¢)
de sorte que b > 0.

3. En déduire qu'une équation cartésienne canonique de P = Dt est y — 2z = 0.

4. On pose e5(1,0,0). Déterminer ez de sorte que (eq, e3) soit une base orthonormée de P.

On choisira e de sorte que sa seconde coordonnée soit positive.

Jusitifier que P est stable par u. En déduire qu’il existe 6 réel unique modulo 27 de sorte
que la matrice de u dans (eq, s, €3) soit

1 0 0
A =10 cosf —sinb
0 sinf cos@

Monter que Tr(A) = 14 2cosf et en déduire la valeur de cos@. Peut-on en déduire 6
modulo 277

Montrer que (u(e2)|es) = sinf(es|es) et en déduire sin 6.

Probléme

On se place dans un espace euclidien (E,(|)). On dit que u € L(FE) est antisymétrique si

V(x,y) € B2, (u(z)ly) = —(alu(y)).

On note A(E) I'ensemble des endomorphismes antisymétriques de E.

1.
2.

6.

Montrer que A(FE) est un sous-espace vectoriel de L(E).

Soit u € L(F) et A la matrice de u dans une base orthonormée. Montrer que u est
antisymétrique si et seulement si AT = —A c’est & dire A antisymétrique.
En déduire la dimension de A(F).

Montrer que si v € A(FE), alors
det(u) = (—1)"™F det(u)

Que peut-on en déduire selon la parité de dim £ 7

Soit u € L(FE). Montrer qu’il y a équivalence entre :
1) u antisymétrique
2) Ve € E, (u(z)|z) =0.

. Soit u € A(E).

) Montrer que Ker(u) N Im(u) = {0}.

&

(

(b)

(c) Montrer que Ker(u) et Im(u) sont orthogonaux.
)

(d

En déduire que Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires dans E.

On suppose que u # 0. Par la stabilité de Im(u) par u, on considere I’endomorphisme
v induit par u sur Im(u).

Montrer que v est antisymétrique et un automorphisme.

En déduire que rg(u) est pair. Et si u =07

Soit A antisymétrique réelle de taille n. On considére une valeur propre complexe A de
A, et X un vecteur propre complexe associé.

—T %
(a) Montrer que X~ X € R}



(b)
(c)
(d)

Montrer que X AX =) X X = -AX X,
En déduire que X € iR.
Montrer que si n impair, 0 est valeur propre de A. Et si n est pair?

2

7. Soit u antisymétrique. On pose s = u” = u o u.

(a)
(b)

Montrer que s est un endomorphisme symétrique.

Soit A une valeur propre de s, et x un vecteur propre associé (non nul). Montrer que
(s(@)]x) = A | @ [P= — || u(z) |I*

En déduire que A < 0. Que peut-on dire de —s7?

On suppose ici det(u) # 0, ¢’est a dire u bijectif. On pose F' = Vect(z, u(x)). Montrer
que F' est un plan stable par u et que la matrice de I’endomorphisme induit de u sur

F est de la forme
0 —b
b 0

En déduire, sans donner la preuve précise, mais en indiquant la méthodologie, que
E est la somme directe orthogonale de plans stables par u. En déduire que dim FE
est pair et donner la forme d’une réduction simple de la matrice de u dans une base
orthonormée.

Et si det(u) =07

Finalement, rédiger une preuve précise.

avec b > 0.

Fin
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I : matrices symétriques positives

1. La matrice S étant symétrique réelle, elle est diagonalisable a I’aide d’une base orthon-
normée et ainsi il existe une matrice P orthogonale telle que P~'SP = PTSP = D soit
diagonale. On a alors S = PDP~! = PDPT.

2. En effectuant matriciellemet le produit, on a

dl hn n
Y'DY = (y1--y; - yn) =D d
0 dn) \Yn =

3. On a X = PY et ainsi
XTSX = (PY)"PDPTPY =YTDY =Y dyy?
=1
4. Si Sp(S) C RT, alors dy,...,d, > 0 et ainsi
X"SX = (PY)"PDP"PY =Y"DY =) "dy} >0
=1

5. Réciproquement, si A € Sp(S), X un vecteur propre associé, on a SX = AX et X7SX >
0 et ainsi
XTSX = XTOX) = XTX >0

n
avec XTX = Z x? > 0 puisque X # 0 et ainsi on en déduit que A > 0.
i=1
6. Si S est symétrique positive, comme

S =prDP"
avec D diagonale, a termes diagnaux positifs, on pose
B = DAP”
avec A = diag(\/d1, . ..,\/dy,). Alors
B? = PAPTPAP" = PA*P" = PDP" =S

et
BT = (PAPT)' = PATP = PAP" =B

et ainsi B est symétrique et réelle, avec S = B

Réciproquement, si on a S = B? avec B symétrique réelle, alors
ST =(BB)"=B"B"=BB=DB>=8S

et ainsi S est symétrique et réelle. De plus, par exemple, pour tout X matrice colonne
réelle, on a

XTSX = X"BBX = X"B"BX = (BX)"BX =|| BX |*>0

et ainsi S est symétrique réelle positive.
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7. La matrice J est symétrique réelle et ainsi elle est diagonalisable ; elle est de rang 1. Ainsi
son noyau est de dimension n — 1 et donc 0 est valeur propre avec un espace propre de
dimension n — 1, espace propre dont une équation cartésienne est

1+ +w, =0
dont une base est par exemple
((1,-1,0,...,0),...,(1,0,...,0,-1))
Comme J est diagonalisable, et que Tr(J) =n =0x (n — 1) + 1 x n, on en déduit que
n est valeur propre, avec un espace propre qui est une droite vectorielle. Or Ju = n.u

ou u désigne le vecteur dont les coordonées sont toutes égales a 1. Ainsi ’espace propre
associé a 1 est la droite vectorielle engendré par u.

Il existe une matrice P de passage orthogonale de sorte que

ptjp=P'jpP = (0"17"1 0) =D
0 n

et ainsi nous obtenons directement

T _ _ pT _ (la+Dn1p 0
PTMP — PJP+(a+1)In_( 0 .

Le spectre de M est {a+1,a+1—n}, contenu dans R* si et seulement siona a > n—1,
qui est donc la condition nécessaire et suffisante pour que M soit symétrique positive.

I1

1
1. Soit f € E, si N(f) =0, alors | f(0)] —i—/ |f'(t)|dt = 0, et ainsi (somme de deux termes
0

1
positifs) on a |[f(0)] = 0 et / |f'(¢)|dt = 0, et comme t — |f'(t)| continue et positive
0

d’intégrale nulle, elle est nulle et ainsi f’ = 0 sur l'intervalle [0, 1] et donc f constante
sur [0, 1], avec f(0) = 0 et ainsi finalement f = 0.

Soit fe Fet A€ R, ona
1
N(A) = A(0)] + / AF(DldE = AN()
Soit f et g deux élements de E, on a
1
N(f +9) = (f +9)(0)] + / (F + g) (D)t

< \f(0)|+!g(0)|+/0 (L1 + lg'@))dt
= N(f)+N(g)

Ainsi N définie bien une norme sur F.



. Soit f et g deux éléments de C,t € [0,1], h =tf + (1 —t)g, on a h € E (de toute fagon
E espace vectoriel) et b’ = tf + (1 —t)g’ > 0 puisque ¢, f', 1 —t et ¢’ positifs. Ainsi h
est encore dans C.

Ainsi C est une partie convexe de F.

. Soit f,(t) = nt, on a f, € E, croissante, donc élément de C et N(f,) = n et ainsi
N(f,) — +0o0 si n tend vers +o0o et donc la partie C ne peut pas étre bornée.

III : quart de tour en dimension 4

. Soit ¢ un quart de tour et x € E un vecteur unitaire. On a déja ¢(z) unitaire puisque ¢
orthogonal et donc conserve la norme et comme ¢ conserve le produit scalaire

(¢(x)|x) = (q(q(z))|a(z)) = (—z|q(x)) = —(g(x)[x)

et donc (¢(z)|x) = 0. Donc ¢(z) est un vecteur unitaire orthogonal a z.
. Soit B une base orthonormale de E, et ¢ € L(E) tel que Mp(q) = M. On a

M2 =1,

et ainsi ¢ = —idg, et comme MTM = I,, q orthogonal. Donc ¢ est un quart de tour.

. Soit ¢ un quart de tour et € E un vecteur unitaire. On pose P = Vect(z, ¢(z)). Comme
q(z) unitaire orthogonal a x, (z,q(z)) libre et P est un plan vectoriel. De plus

W) eP  qlgle) =—reP
et ainsi P est stable par ¢. On a (x, ¢(x)) qui est une base orthonormale de P. La matrice

dans cette base de I’endomorphisme induit gp est alors

m T
_ cos — —sin—
(0 1) — 2 2| =R (f) ‘
L0 sin —  CoS — 2
2 2
et ainsi gp est une rotation d’angle g, si P orienté par (x,q(z)).

. Le sous espace Pt est également stable par ’endomorphisme ¢ par propriété du cours
des isométries vectorielles.

Sinon, on peut refaire la preuve (non triviale dans le cas général d’une isométrie vecto-
rielle quelconque) sur cette situation particuliere. Montrons donc que q(PL) c Pt
Soit y € q¢(P*), on a y = q(2) avec z € P*. Soit t € P, on écrit t = ax + Bq(x). Alors

(ylt) = (¢(2)[t) = (q(2)|ax + Bg(x))
q(2)|z) + B(q(z)|q(x))

= a(q(2)|x)
= a(q(q(2))lq(z)) + B(z|z)
= a(—z|q(x)) + B(z|z) =0

et ainsi y € P,

. On choisit e; unitaire, (e1, g(e;)) orthonormale, on pose es = g(e;), P = Vect(ey, q(e1)),
puis e3 € P+, ey = q(es) € P* par stabilité, (es,eq) est aussi orthonormale, base de P,
et ainsi B = (ey, €9, €3,€4) est une base orthonormée et on a Mp(q) = M. On a donc
alors par blocs det(q) = det(M) = 1.



6. Soit ¢ € Q et @ € R. On pose f = cos(«)idg + sin(a)q. La matrice de f dans la base
initiale est alors

cosae —sina 0 0
_ . _ | sina  cosa 0 0 _ (R(a) 0
A =cosaly+sinaM = 0 0 cosa —sina | ( 0 R(a))
0 0 sino  cos«

On constate que A est orthogonale par AT A = I, en utilisant les blocs, et donc f € O(E)
et comme on a det(f) =1, f est un élément de SO(E).

Soit x € E un vecteur unitaire. On f(x) = cos(a)x + sin(a)g(z). On pose P =
Vect(z, q(z)) qui est un plan d’apres ci-dessus. On a f(x) € P et

f(q(z)) = cos(a)q(z) + sin(a)¢*(z) = — sin(a)x + cos(a)q(z) € P

Donc P est stable par f. Ainsi x est contenu dans le plan P stable par f. La matrice de
f restreinte a P dans la base (z,q(z)) de P est

(cos(oo —sm<a>)

sin(a)  cos(a)

et ainsi on reconnait que I’endomorphisme induit par f sur P est une rotation, d’angle
a si P orienté par (z,q(x)).

7. Soit (z,y) une famille orthonormale de E, que l'on compléte en base orthonormale
(,y,z,1).
Analyse : soit ¢ est un quart de tour tel que g(z) = y. On pose P = Vect(z,y), P+ =
Vect(z,t). Alors on a vu que la matrice de ¢ dans (a, y, z,t) est M ce qui prouve 'unicité
de gq.
Synthese : si ¢ est 'endomorphisme de matrice M, on a vu que ¢ est un quart de tour,
et on a bien ¢(z) = y.
Ainsi il existe un unique quart de tour qui transforme x en y.

IV : une rotation de I’espace

On considere la matrice A définie par

1 -2 -2 -1
A= 3 2 -1 =2
1 -2 2

1. On a A # I3. On vérifie que AT A = I3 et que det(A) = 1.
2. On détermine D = Ker(A — I3). On a

—2r -2y —z=3x —Hr—2y—2=0
AX =X = (2x—y—22=3y — (22 —4y—22=0
T —2y+22=3z2 r—2y—2z2=0

— {—5:L‘—2y—z:0 (1) PN {l’fo (2)—(1)

r—2y—z=0 (2
— (%?Ja Z) = (07y7 _2y) = ?J(O’ 17 _2)

Ainsi D = Vect((0,1, —2)). On choisit e; = 0,1,—2).

-
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. On a (z,9,2) € D' si et seulement si (2,7, 2).(0,1, —2) = 0 soit y — 22 = 0. Ainsi une
équation cartésienne canonique de P = D+ est y — 2z = 0.

. On pose e3(1,0,0). On a e5 € P. Tout vecteur (0,y, z) est orthogonal a e et il est dans
P si y = 2z. On choisit alors e3 = —=(0,2,1). Ainsi (eg, e3) est une base orthonormée

V5
de P.

. Comme D est stable par u, P = D aussi, et ainsi la matrice de u dans la base (e1,e2,€3)

est de la forme )
, (1 (0
4= (<o> B')

et comme A’ est orthogonale positive, B’ aussi aussi, et donc il existe 6 réel unique
modulo 27 de sorte que la matrice de u dans (e, ez, €3) soit

1 0 0
A =10 cosf —sinf
0 sinf cosf

. Par invariance de la trace, Tr(A) = Tr(A") = 1+ 2cosf et Tr(A) = —% et ainsi

2
cosf = —3 Peut-on en déduire 8 modulo 27 7 Non, bien stir. On peut déterminer 6 au
signe pres.
. Donc u(ez)|es) = sinf(es|es). Numériquement, matriciellement
-2 =2 -1 1

) 0 0
9 —1 =2 (o] -[2l=—o2] [2]=
3xVh\ 1 9 9 0 1 1

sinf = (u(es)|es) =

5
et donc sinf = 5 Nous avons donc € completement défini, modulo 27 bien sir.

Probléme

. On a A(FE) sous ensemble de L(F), non vide puisque I'endomorphisme nul est antisy-
métrique.

Soit (u,v) € A(E)* et (\, 1) € R?, alors on a Au + pv qui est un endomorphisme de £
et pour tout x et y de F

(Au(x) + po(z)|y)
Au(@)|y) + p(v(z)|y)
= —Az|u(y)) — p(zfv(y))
= —(z|(Mu+ w)(y))

(A + pw)()ly)

et ainsi Au + pv €, athcal A(E). Donc A(F) est un sous-espace vectoriel de L(E).

. Soit u € L(E) et A la matrice de u dans une base orthonormée. Montrer que u est
antisymétrique si et seulement si AT = —A c’est & dire A antisymétrique.

Ainsi la dimension de A(F) est celle de I'espace ds matrices antisymétriques, soit

n(n —1)

n—1)4+mn-2)+---+1= 5



3. Soit u € A(E), alors si A est la matrice de u dans une base orthonormée, on a A7 = —A
et ainsi

det(AT) = det(A) = (—1)" det(A)
et donc det(u) = (—1)"™# det(u). Ainsi :
—si dim E pair, det(A) = det(A) ce qui n’apporte aucune information ;
— si dim £ impair, det(A) = —det(A) et donc det(A) = 0 : la matrice A n’est pas
inversible.

. Soit w € L(E). On suppose que u antisymétrique. Soit = € E, on a par antisymétrie de

u
(u(z)|z) = —(2]u(x))
et ainsi 2(u(x)|z) = 0 soit finalement (u(z)|z) = 0.
Réciproquement, si on suppose que Vo € E, (u(z)|x) = 0 alors soit (z,y) € E?, on a
donc par I’hypothese
(u(z +y)lzr+y) =0

et ainsi en développant par bilinéarité du produit scalaire

(u(@)z) + (u(@)ly) + (u(y)lz) + (u(y)ly) = 0

et donc en simplifiant, il reste (u(z)|y) + (u(y)|x) = 0 soit (u(z)|y) = —(x|u(y)). Donc
u est antisymétrique.

5. Soit u € A(E).

(a) Soit y € Ker(u) N Im(u), on a u(y) =0 et y = u(z). On écrit alors

(yly) = (ylu(z) = —(u(y)|z) =0

et ainsi || y [|*= 0 d’ott y = 0. On a donc Ker(u) N Im(u) C {0} et donc 'égalité.
(b) On a donc déja Ker(u) et Im(u) qui sont en somme directe. On sait de plus que par

le théoreme du range, que dim £ = dim Ker(u) + dim Im(u). Donc Ker(u) et Im(u)
sont supplémentaires dans F.

(c) Soit x € Ker(u) et y € Im(u), on écrit y = u(z) avec z € E. On a
(zly) = (z|u(z)) = —(u(z)]2) = =(0]z) = 0

1
Donc Ker(u) et Im(u) sont orthogonaux. Nous avons donc finalement £ = Ker @ Im(u).

(d) On suppose que u # 0. Par la stabilité de Im(u) par u, on considére I’endomorphisme
v induit par u sur Im(u).
Par restriction v est antisymétrique (qui peut le plus, peut le moins).
On vérifie que v est injectif (intuitivement, on a nettoyé le noyau de u) : soit
r € Im(u), si v(z) = 0 alors u(x) = 0 et ainsi x € Ker(u) N Im(u) = {0} et
donc z = 0.
Donc v est injective, et ainsi comme endomorphisme en dimension finie, il est bijectif.
Donc v est antisymétrique et est un automorphisme.

Ainsi, d’apres la question 3, nous avons dimIm(u) pair, et donc rg(u) est pair. Si
u =0, et bien rg(u) = 0, qui est aussi pair.

6. Soit A antisymétrique réelle de taille n. On considere une valeur propre complexe A de

A, et X un vecteur propre complexe associé.
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(a) On a

X'X= Zx T = Z\@]Q eR,
1=1

avec de plus X # 0 et ainsi il existe ig de sorte que z;, # 0 et ainsi |z;,|* > 0. Donc

X'X eR".
(b) On a

XTAX =X (\X)=\X' X
et aussi
XAX = X ATX = —(AX)T'X = -AX X = X X = - X X

Donc X AX = X X = VX X.
(c) Ainsi comme X'X > 0, nous avons A = —\. On en déduit que \ € iR.
(d) ON suppose que n impair, on a vu que det(A) = 0, et donc 0 est valeur propre de A.

. . : —1 . S , .
Si n est pair, la matrice <(1) 0 ) est antisymétrique, de déterminant 1, non nul.

Donc 0 n’est pas valeur propre.
Pour A = 0, la matrice est antisymétrique de déterminant 0 et 0 est valeur propre.
Lorsque n est pair, on ne peut rien dire en général sur det(A).

7. Soit u antisymétrique. On pose s = u? = u o w.

(a) L’application s est linéaire par composée, et pour (z,y) € E?, nous avons

(s(@)ly) = (wou(z)ly) = —(u(x)|u(y)) = — — (zluou(y)) = (z|s(y)
et ainsi s est un endomorphisme symétrique.
(b) Soit A une valeur propre de s, et x un vecteur propre associé (non nul). On a alors
(s(@)|z) = Mafe) = A || @ |”
et aussi par antisymétrie de x
(s(2)|2) = (u(u(@)|z) = —(u(@)[u(z)) = — || ulz) |*
| u(z) |I”
|z [
(c) On suppose ici det(u) # 0, c’est a dire u bijectif. On pose F' = Vect(z,u(x)). On a
u(z) € F et u(u(x)) = s(x) = A\x € F. Ainsi F est stable par u.
D’autre part, s (z,u(z) n’est pas libre, on aurait u(z) proportionnel a x, u(z) = ax
avec « réel, et alors o € iR, soit @ = 0. On aurait donc 0 valeur propre de u, et donc
det(u) = 0, ce qui est exclu ici. Donc F' est un plan stable par w.

On remarque déja que dans la base (x,u(z), puisque u(z) = lu(x) et u(u(z)) =
u?(r) = s(x) = Az avec A < 0, la matrice de I'endomorphisme induit est

(1 o)
_ufx)
“lul@)

Lo L@l

KA

Comme || z ||# 0, en simplifiant A = — et on en déduit que A < 0.

alors

= b€2




et

1 1 A Al _ _lu@) |l

)= @1 ) = @ T~ Ta@ 1~ Te@ 12~ Tal @~

Ainsi la matrice de 'endomorphisme induit de u sur F' est de la forme
0 —b
b 0

On procede par récurrence sur la dimension de 1’espace n, n > 1, en exploitant 7c.
et le fait que F stable par u, et que donc F* aussi, et que la restriction de u & F
aura les mémes propriétés que u.

En choisissant des bases orthonormées de chaque plan, et en les concaténant, nous
obtenons une base orthonormée dans laquelle la matrice de u sera de la forme

avec b > 0.

B (0)
(0) By,
0 —=b\ . P . , .
avec B; = b o ) O°u b; > 0. On en déduit que dim E est forcément paire.

Si det(u) = 0, nous devons en plus tenir compte du noyau stable, donc son supplé-
mentaire orthogonal aussi, et I’endomorphisme induit sur I'orthogonal du noyau sera
bijectif, et encore antisymétrique. Nous pouvons réduire la matrice de la forme
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