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3 heures

Exercice A

<—i>”)

1. Représenter soigneusement la fonction = — In(1 + x).

Soit v > 0, on considére la série numérique

Zln(l—i—

n=2

On notera u,, le terme général de cette série.

En déduire que la série E u, est bien définie est qu’il s’agit d’une série alternée.
n=2

2. Déterminer un équivalent de u,, et en déduire que la suite (u,,) converge vers 0.

Toto applique le théoréme de comparaison par équivalence : qu’en déduit -il? A-t-il raison ?
3. Toto applique le théoréme des séries alternées : qu'en déduit -il? A-t-il raison ?

4. Montrer que »_ u, converge absolument si et seulement si o > 1.

D" 1 (L
Uy = ———— — ——— —_—
ne 2n2a n&a

6. Montrer alors que si o > %, la série numérique _ u,, est convergente.

5. Démontrer que 'on a

7. On suppose que a < % Montrer que

(=1)" 1
ne 2n2a

Uy —

et conclure.

8. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la série > u, soit convergente et
comparer avec les résultats de Toto.

(—1)"In (1 + <75)n>

9. La suite positive

est-elle décroissante ?



Exercice B

1
On considere la série numérique Z nn
n>=2
1. On pose f(x) = ( ) sur 10, +oo|. Etudier les variations de la fonction f.

En déduire que f est strictement décroissante sur [2, +o00].

()

et en déduire la convergence de la série numérique »

2. Montrer que

Inn
n=2 n2 -

On note alors R, le reste d’ordre n, c’est a dire

. *f In(k)

3. Montrer que si N >2n+1 > 2,

(V) _ §~ (k) _ (¥
W
k=n+1 k /”
puis que
N n(n n
/ f@)dx—l;)ﬂfgk Z / o
" k=n+1

4. Déterminer une primitive de f : x

In(n )

n

5. En déduire un équivalent simple de R,,. On trouvera R,, ~

Probléme

Dans ce probleme on étudie la notion de produit infini, et on fait le lien avec la notion de somme
infinie par le biais de la fonction logarithme népérien, lorsque que cela est possible.

Soit (@p)n=n, une suite de nombres complexes, avec 1y un entier naturel, on pose pour tout entier n,
n > Ny,

n
P, = H Up = UgUgt1 -~ Up

k=ngo

La suite (P, )n>n, est appelée la suite des produits partiels de 1'objet formel produit infini H (an)-

nz=ng

On dit que le produit infini H (a,) converge si la suite des produits partiels (P,)n>n, converge vers
n=no
une limite non nulle notée généralement P appelée valeur produit du produit infini. Cette limite

est alors notée H Q.-

n=ng
Lorsque la suite des produits partiels (P, ),>n, diverge, ou converge vers 0, on dit que le produit infini

H (ay) diverge.

nzngo
+oo

Par abus, on peut cependant convenir que H a, = 0 lorsque la suite (P,),>n, converge vers 0.

n=ng



Partie A : premiers exemples

1
1. Montrer, en calculant et simplifiant P,, que le produit infini H (1 — —) est divergent et que
n

n=2

+o0 1

[[(1-=)=0
n=2 n

X e 1 T 1\ 1

2. De méme, montrer que le produit infini H 1 — — | est convergent et que H 1——) ==

otes n n 2

3. Montrer ule[O 1— 2 _ !
' q nin+1)) 3

n=2

n=2

too (_1>n+l
4. Montrer aussi que H (1 + —) =1

n
n=1

Partie B : premiers résultats

1. Etudier la convergence du produit infini H (a,) lorsque la suite (ay)n>n, s’annule.

nz=no

2. Montrer que si le produit infini H (a,) converge, alors la suite (a,)n>n, ne s’annule pas.

nzno

3. Montrer que si le produit infini H (a,) converge, alors la suite (ay)n>n, converge vers 1. On
nzngo

pourra calculer si n > ng + 1, le rapport =

Pn1”

Partie C : lien avec les sommes infinies

On considére dans cette partie une suite (@, )nsn, de réels strictement positifs.

1. Montrer que le produit infini H (ay) converge si et seulement si la série numérique Z In a,,

nzno n>ng
“+oo +oo
converge et préciser dans ce cas le lien entre les valeurs H a, et E Ina,.
n=ng n=ng

2. On suppose de plus que la suite (a,)n>n, st & termes dans |1, +00o[ et on pose pour tout entier
n,n=ng, a, =1+ u,.

(a) Montrer que si le produit infini H (an) converge, alors la suite (u,) tend vers 0 puis en
nzngo
déduire que la série numérique Z u, converge.

n=ng

(b) Réciproquement, montrer que si la série numérique E u, converge, alors le produit infini

nzno

H (a,) converge.

nzng

1
(c¢) Donner alors une nouvelle preuve du fait que la série harmonique Z — diverge. On pourra
n

n=1
1
étudier le produit infini H <1 + —>.
n
n>1

3. Etudier de méme le cas oil la suite (a,)nsn, st & termes dans ]0, 1[.



4. On suppose dans cette question que

(=" 1

NN

Montrer que la série Y (u,) est divergente mais que pourtant le produit infini H(an) converge.

n=1
Conclusion ?

5. Onrevient au cas général et on suppose dans cette question que la série Z u, est convergente.
nz=ng
Montrer que In(1 + uy,) — up ~ —% et en déduire que le produit infini H (a,) est de méme
nzng
nature que la série Z u?.

nz=ngo

6. En déduire un exemple ou la série numérique g u, est convergente et le produit infini

nzngo

H (ay) divergent.

nz=ngo

Partie D : un autre exemple
On considere le produit infini

(- 5)

n>1
1. Montrer que ce produit infini converge.
2. Déterminer une expression de P, a l'aide de factorielles.

3. En utilisant la formule de Stirling, montrer que

(-5) -

n=1

Fin
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Exercice A

)

1. z — In(1 + x) est définie sur | — 1, +o0], et on sait que In(1 + x) est du signe de z.
Pour n > 2, comme a > 0, n® = e*™® > 1 et ainsi n% < 1 et done X €] —1,1]. On peut

donc définir In (1 + %) et donc la série est bien définie.
On a aussi .
In <1 + (=1 )
nOé

. Donc la série E U, est une série alternée.
n=2

Soit a > 0, on considere la série numérique

Zln<1+

n=2

On notera u,, le terme général de cette série.

(="

nOt

est du signe de

2. On sait que In(1 4+ x) ~¢ z et donc puisque (:;!)n tend vers 0 si n tend vers +o0, on a

(14 C1) . 0

n< ne

Toto applique le théoréeme de comparaison par équivalence : il obtient que la série est de méme

nature que la série
S EE
na

n>2

qui est convergente par application du critére spécial des séries alternées sachant que cette
nouvelle série est bien alternée et que son terme général pris en valeur absolue n% tend vers 0
en décroissant. Il en déduit alors que la série

1)
> 1+ S0
na
n=2
converge toujours si a > 0.

Toto a raison..ner de travers, I’équivalence du terme général n’étant pas applicable en général
lorsque les termes des séries ne sont pas de signe contant (& partir d’aucun rang).

3. On a
1
|un|N_a
n

et ainsi ) u, converge absolument si et seulement si a > 1.

4. Pour préciser la nature de notre série initiale, on effectue un développement asymptotique :

on a puisque
22 5
5 + O(z”)

-~ ="y (=~ 1 1
un—ln(1+ s = e 2n2°‘+0 @




5. Sia> %, on a en fait

%:(;W+O($J

—= sont convergentes, la premiere par appli-

cation du critere spécial et la seconde comme serle de Riemann convergent et ainsi dans ce
cas, la série numérique > u, est convergente.

6. On suppose que a < =. On a alors

("1, (1 L,
tn ne  2p2e ne 2n2e

Et ici, par comparaison a une série de Riemann convergente, a termes de signe constant, on

obtient que la série
3 (u _ ﬂ)
na

est divergente, et ainsi comme la série

Yo
na
est convergente, la série > u,, diverge forcément.

7. On en déduit que la série est convergente si et seulement si a > % Hum, que dire de Toto ...

8. Elle ne peut donc pas étre décroissante, car sinon on pourrait appliquer le critere spécial des

séries alternées et on aurait la série
1)
> 1+ 0
n=2 \/ﬁ

convergente, ce qui n’est pas le cas (a = 1/2).

Probléme

Partie A :

1. Soit n > 2, nous avons par télescopage

- 1 k-1 1 2 n—1
P=TI(1-7) ~TI5 =g i -
k=2 k=2

—0

SRS

et ainsi le produit infini diverge, et de valeur 0.

2. Soit n > 2, nous avons par un télescopage un peu plus subtil

Il
=

1 S (k—1)(k+1)
k=2 k=2
n  (k—1)
:H = % =n+1—>1
Pl S S

et ainsi le produit infini converge, et de valeur %



3. On fait de méme apparaitre un télescopage :

T hk(k+1)—2 yrk+k—2
( k+1)) |1 k(k+1) 11 k(k+1)

k=2 k=2
_ﬁ (k +2)( 1)_ﬁ’z—ﬁ_2—ﬁ><”7“__>1
N /<;+1 Sl k28 3
k=2 k=2 k—1 1 2

et ainsi le produit infini converge, et de valeur %

4. On écrit 1 1 1 v
Py=(1+1) (1—5) (1+§) (1_1>"'(1+T)

ce qui permet de penser a calculer dans un premier temps P,y, en regouppant

n=1
Noop Hoon o1
:g n—l}]1 2n =1

Ainsi la suite (Pay) converge vers 1 et

P =P 1-—- —1

2N+1 2N ( ON & 1)
et ainsi, par théoreme, la suite (P,) converge aussi vers 1. Donc le produit infini converge de
valeur 1.

Partie B :

1. Si la suite (a,)nsn, s’annule, par exemple avec a,, = 0, alors pour n > ny, P, = 0 et ainsi
la suite (P,) est nulle a partir du rang n;, ce qui entraine qu’elle converge vers 0. Donc le
produit diverge, de valeur 0.

2. Il s’agit de la contraposée du résultat précédent.
3. Si le produit infini converge, de valeur P, on a la suite (P,) ainsi que la suite (Pn,—1)n>no+1
par extraction qui convergent vers P. Alors si n > ng + 1,

P, _)P_l
P, P

Ay —

et donc la suite (a,) converge vers 1.
Partie C :

1. Le produit infini converge si et seulement la suite (P,) converge vers P non nul (donc ici >0).

Or
N
In Py = Z Ina,

n=ng

et ainsi la suite (P,) converge vers P non nul si et seulement si In(P,) converge vers ¢ € R si
et seulement si la série Y (Ina,,) converge vers £ = In P ou encore P = e’ c’est a dire que I'on

alors
—+o0

H Ay = GE:OO"O Inan

n=ng



2. (a) Sile produit converge, la série Y Ina, converge, et ainsi la suite (In(a,)) converge vers 0
et alors (a,) convege vers 1, soit encore (u,,) converge vers 0. Alors comme

In(a,) = In(1 + u,) ~u, >0

la convergence de la série Y (In(a,)) entraine celle de la série > (uy).

(b) Réciproquement, si la série Y (u,) converge, on a (u,) qui converge vers 0 et In(a,) =
In(1 + u,) ~u, > 0 implique que la série > (In(a,)) converge et que le produit infini est
convergent.

(c) Dans cet exemple de produit infini, qui satisfait les conditions de la question, on a par
télescopage multiplicatif

N
1
PN:HnZ =N+1
n=1

et ainsi la suite des produits partiels (P,) diverge vers +00. On en déduit que la série
> In(1 —1—% ne peut pas étre convergente et ainsi on retrouve le fait que la série harmonique

1 .
Z — est divergente.
n

n>1
3. On obtient les mémes résultats, la suite (u,) étant alors de signe constant.

4. On a
=" 1
+ -
vno 2n
et ainsi le terme générél de la série numérique » (u,) est la somme du terme général d’une
série convergente et du terme général d'une série divergente. Ainsi la série numérique > (u,)
est divergent. Pourtant

ln(an)=%+%_i+o(n\l/_) (;gn+o<nlf)

ce qui permet d’obtenir la convergence de la série numérique > (In(a,)) et donc du produit
infini.

Up =

Il s’agit d’'un exemple ou la suite (u,) n’est pas de signe constant : on a pour tout n > 1,
Ugp > 0 et ug,—1 < 0 les résultats précédent ne s’appliquent pas.

5. Comme la série Y (u,) est supposée convergente, son terme général u,, tend vers 0 et ainsi

2
u
In(1+u,) = u, — > + o(u?)
soit aussi In(1 + uy,) — Uy, ~ —%. Si la série Y (u?) converge, par équivalence (termes positifs
a partir d’un certain rang), la série > (In(1 + u,,) — u, ) est convergente, et comme » _(u,,) est
convergente, on obtient que la série > (In(1 + u,)) est convergente et donc le produit infini
converge.

Réciproquement, si le produit converge, la série > (In(1 + u,,)) est convergente, et comme la
série > (u,) aussi, on en déduit que > (u2) aussi.

6. Il suffit de choisir avec n > 1,

(_1)n—1
vn

Up =



On a > (u,) convergente, > (u?) divergente et ainsi le produit

()

est divergent.

Partie D :

o, (a,) est donc & terme dans ]0, 1[. Comme la série

> u, est convergente, on en déduit que le produit infini [[(a,) aussi, conformément a ’étude
de la partie C.

1. Nous avons a,, = 1 + u,, avec u,, = —

2. On a
4k? —1 2k +1)(2k — 1) - “
P, = H e _U( 4)]52 = 2g2k+ k_12k—1
B (2n +1)1(2n)! (20 +1)!(2n)! [(2n)!)2
T 22n(pl)2(2rpl)2 T 24n(pl)4 = (n+ 1)24”(n')

3. Ainsi, en utilisant la formule de Stirling :

4 2 4n —4n 2
P, ~2n x mn(2n) e = —
24n47r2n2n4ne—4n T

d’ott on peut conclure que le produit infini converge (on le sait déja), et que

1 1 2
H(l—rm)‘;

n=1

Exercice B

Inn
On considere la série numérique Z
n=2
1. On pose f(z) = ( ) sur ]0, 4-00[. La fonction f est de classe C!, et on a

fla) == x % — 2z In(x) _ z(1 —2In(z))

4 x4

On en déduit les variations de f sur |0, +o0] :

€ 0 e1/2 —+00

f'() + -

Comme e2 = \/e < 2, on en déduit que f est strictement décroissante sur (2, +00].



2. Nous avons

In(n) ln(n
nlz -1 ) —0

et ainsi on a bien

. (3)

et donc on en déduit convergence absolue et donc la convergence de la série numérique
Inn
Dnz2

3. Un beau dessin nous donnerait (facilement désormais)

/n i fla)de + ln]g) < / flx

k= n+1

et comme on cherche a obtenir la méme intégrale, on ajoute a gauche le terme négatif (puisque

f décroissante, faire un dessin)
n+1
| e s

N In(n) In(N)
/n f(z)dx — e + e <

et ainsi

/ fla

4. On cherche alors une primitive de f : x — lnx(f ) qui est continue. On a par intégration par

parties
/h;()dt /x {—ﬂ,ln(t)dt

k=n+1

5. On en déduit que

In(n) 1 In(n) <X In(k) _In(n) 1
n * n n2 k:zn;rl 2 T * n
soit encore () 1 In(n) (n) 1
n(n n(n n(n
n * n n? n * n
In(n) In(n) -y
et comme - L ot — 7 sont négligeables devant ™ on déduit que R, ~ : plus précisément,
n
en d1v1sant par #,
1+ L ! < f <1+ !
In(n) n ko) = In(n)
R

et donc par encadrement, lim —— = 1.
n—+oo In(n)
n

10



