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I Introduction.

A  Quelques notes historiques.

ARCHIMEDE et la quadrature de la parabole (premiére quadrature historique) : laire de la
portion surfacique de parabole délimitée par une parabole et une corde est égale au % de l'aire
du triangle inscrit de médiane parallele a ’axe de la parabole.

Le procédé consiste a itérer la méthode avec les deux cordes. Les deux triangles suivants ont
la méme surface, égale a % de la surface du triangle initial : la largueur est divisé par deux,
la fleche par 4, soit une surface divisée par %, mais pour les deux triangles soit une surface de
}l de la surface précédente. Sa méthode géométrique fait alors apparaitre une somme (série)
géométrique de raison }l.
S S S
Sn:S+Z+E+---+4—n

qui converge (a ’époque, on utilise le principe d’exhaustion' ) vers S

14
-1 = 39
Citons le paradoxe de ZENON d’Achille et de la tortue (sacré copieur ce (La Font)aine) : Achille
court deux fois plus vite que la tortue (qui elle ne court pas vraiment). La tortue est devant
lui. Mais lorsqu’il avance de la distance qui le sépare de la tortue, elle avance de la moitié, etc
Ainsi la tortue est toujours devant le pauvre Achille, qui n’arrive donc pas a la rattraper.

C’est au dix-neuvieme siecle que les séries ont fait ’objet de démonstrations rigoureuses en ce
qui concerne la convergence (cours d’analyse algébrique de CAUCHY de 1821). Auparavant, des
mathématiciens comme EULER au dix-huitieme, utilisait les séries, convergentes ou non. Ceci
dit, les calculs formels avec des séries convergente ou non sont a l'origine de la théorie des séries
formelles, utilisées en algebre combinatoire ce qui permet de décrire et d’étudier certaines suites
ainsi que les fonctions génératrices.

a méthode d’exhaustion consiste en un double raisonnement par I’absurde : on suppose que l’aire est stric-
tement supérieure a A, on aboutit & une contradiction ; on suppose ensuite que l'aire est strictement inférieure
a A, on aboutit a une autre contradiction. On en déduit que aire est égale a A.

4



B Programme officiel PCSI

Séries numériques : PCSI

Cette section a pour but de prolonger ’étude des suites et de permettre d’appliquer les techniques
d’analyse asymptotique pour étudier les séries numériques. La notion de suite sommable est
introduite mais n’appelle aucun développement théorique.

a) Convergence et divergence

Sommes partielles d’une série numérique.
Convergence, divergence, somme.

Linéarité de la somme.

Le terme général d'une série convergente tend
vers 0.

Reste d'une série convergente.

Lien suite -série. La suite (u,) et la série téles-

Série géométriques : condition nécessaire et

o0 o
Relation e* = Z — pour z € C.
n

n=0

La série est notée Y u,.
En cas de convergence, sa somme est notée

+o0
E Uy, -
n=0

Divergence grossiere.

copique > (uy11 — uy,) sont de méme nature.

suffisante de convergence, somme.

b) Séries a termes positifs ou nuls

Une série a termes positifs converge si et seule-
ment si la suite de ses sommes partielles est
majorée.

Pour f continue et monotone, encadrement des
sommes partielles de la série Y f(n) a l'aide de
la méthode des rectangles.

Séries de Riemann.

Si (uy,) et (v,) sont positive et si, pour tout n,
U, < Uy, alors la convergence de ) v, implique
celle de > u, et

+oo +oo
D un <) v
n=0 n=0
Si (uy,) et (v,) sont positives et si u, ~ vy,

alors la convergence de > u, est équivalente a

celle de Y uy,.

Sur des exemples simples, application a I’étude
asymptotique de sommes partielles.

Adaptation au cas ou l'inégalité u,, < v, n’est
vérifié qu’a partir d'un certain rang.
Comparaison a une série de Riemann.



c) Séries absolument convergentes a termes réels ou complexes, suites sommables

Convergence absolue de la série numérique
E u,, encore appelée sommabilité de la suite

Une série numérique absolument convergente
est convergente.

Si (u,) est une suite complexe, si (v,) est
une suite d’éléments de RT, si u, = O(V,)
et si > v, converge, alors » w, est absolu-
ment convergente donc convergente.

+o0
Notation Z [un| < +oo.
n=0
Le critere de Cauchy et la notion de semi-

convergence sont hors programme.

Somme d’une suite sommable.



C Programme officiel PC

Cette section a pour objectif de consolider et d’élargir les acquis de premiére année sur les séries,
notamment la convergence absolue, en vue de l'étude des probabilités discrétes et des séries de
fonctions.

L’¢tude de la semi-convergence n’est pas un objectif du programme.

Technique de comparaison série-intégrale. Les étudiants doivent savoir utiliser la compa-
raison série-intégrale pour établir des conver-
gences et des divergences de séries, estimer des
sommes partielles de séries divergentes ou des
restes de séries convergentes dans le cas d'une
fonction monotone.

Formule de Stirling : équivalent de n!. La démonstration n’est pas exigible.
Regle de d’Alembert.

Théoreme spécial des séries alternées, majora- La transformation d’Abel est hors programme.
tion et signe du reste.

Produit de Cauchy de deux séries absolument La démonstration n’est pas exigible.
convergente.



II Généralités sur les séries numériques

K désigne le corps des réels ou des complexes.

A Définition d’une série numérique

/6]33FINITION 1. Soit (up)nen une suite d’éléments de K, on appelle série de terme général %
lobjet formel noté Z(un)

Pour tout entier N, on pose Sy = Zun ; Sy est appelé la somme partielle d’ordre N de la
n=0
série numérique y (uy,). La suite (S,,) est appelée la suite des sommes partielles de la série y_ u,,.

Pour tout n, u, est appelé le n-iéme terme général de la série Y (uy), ug étant dans ce cas le
0 ieme.

Qn définit les mémes notions pour une suite (Uy)n>n, - /

On trouve dans les livres toutes sorte de définition dune série :

— Ellipse PC-PC* : la suite des sommes partielles (S,,) est appelée la série > u, associée a
la suite (uy,).
— Bréal précis analyse PC : la série de terme général u,, est le couple (uy,), (Sy)).
Ainsi dire qu'une série est bornée en pensant a (.5,) peut-étre trés ambigué, voir incohérent
pour certains. Il faut mieux parler du caractére bornée de la suite des sommes partielles (.S,,).

@FINITION 2. On dit que la série Zun converge si la suite (Sy)nso des sommes partie@\
converge vers une limite S. On note alors

+oo
S = Zun = lim Sy
n=0

N—+o0
Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.
Dans le cas ot la série converge, on note

—+o00 —+00 +oo —+o00
RN:S—g un:E Uy — E Uy = E Uy,
n=N n=0

n=N+1 n=N-+1

\Q@)elé reste d’ordre N. J

La proposition suivante est triviale mais il ne faut pas I’oublier !

PROPOSITION 1. La suite des restes (R,,) d’une série numérique convergente est une suite qui
converge vers 0.

+o0
Ainsi lorsque 1'on sait qu'une série > (u,) est convergente, on peut affirmer que E uy, tend
k=n+1
+o0
vers 0 lorsque n tend vers +o0o ou méme encore que E uy tend vers 0.
k=n



Exemples :

1
1. Notion de série télescopique : on considere la série Z —— . On rappelle que, lorsque
~ n(n+1)
cela a un sens
1 1 1

" 11 1Ee 1
S":;m:;[THJ:Z;—Zzzl‘nﬂ
= 1

et ainsi la série converge et onazm =1

La suite des restes (R,), c’est a dire la suite

()

converge vers 0. On a précisément

00
1 1 1
Fu= ) (E‘m) .

k=n+1

2. La série harmonique : on considere la série Z l
n>1
On a déja S,.1 — S, = n_+1 > 0, et ainsi la suite (S,,) est strictement croissante. Ainsi
soit elle converge, soit elle diverge vers +oc.
On verra plus loin une méthode générale utilisant une comparaison a une intégrale. On

peut aussi procéder aussi ici de la fagon suivante : On a

2n 2n
1 1
> 12 2
k=n+1 k=n+1
On a donc Sy, = S, + % et donc (S,,) ne peut converger, comme elle est croissante,
elle diverge vers +o00. La divergence est en fait assez lente. Pour une machine?, avec une

précision limitée, la série peut étre percue comme convergente! Ceci dit, ce n’est pas la
seule série ayant cette particularité.

2P’esprit humain reste irremplacable, pour 'instant ...



B Combinaison linéaire de séries.

6ROPOSITION 2. Soit Zun et Zvn deux séries convergentes de sommes S et R respective\-

ment. Alors pour tout scalaire \ et u, la série Z()\un + puvy,) converge, de somme T, et on a
T = \S + pR soit encore

+oo +o0 +o0
Z()\un + pvy) = Zun + ,qun
n=0 n=0 n=0

On dit aussi que la somme d’une série est une opération linéaire.

NG S

(PROPOSITION 3. Soit (un) une suite complexe. On considére les suites (ay) et (b,) partie réelle)
et imaginaire de (uy,). Alors la série Y u, converge si et seulement si les séries Y a, et > by

convergent et on a alors
“+o0 “+o00 —+oco
E Uy = E an + 1 E by,
n=0 n=0 n=0

G v

Preuve
En effet, on considére les suites des sommes partielles (U,), (A,) et (B,,) des séries Y u,, > a,
et > b,. On a

U,=A, +iB,

d’ou les résultats puisque l'on sait qu’'une suite complexe converge si et seulement si la suite des
parties réelles et la suite des parties imaginaires convergent, avec la limite de la suite complexe
égale au complexe de partie réelle la limite de suite des parties réelles et partir imaginaire la
limite de la suite des parties imaginaires. %

C Troncature

Des définitions, on montre facilement :

PROPOSITION 4. La série ) -, u, et la série ) up (troncature) sont de méme nature.

nzng

Deux séries qui different d’un nombre fini de termes sont de méme nature.

D Condition nécessaire de convergence. Divergence grossiere.

PROPOSITION 5. Si une série converge, alors son terme général tend vers 0. ]

Preuve
Avec les notations usuelles, la suite des sommes partielles (S,,) converge vers S. On asin > 1

Sn = Op-1+apn

et ainsi a, = S,, — 5,1 tend vers 0 lorsque n tend vers +oo par opération. %

10



Lorsque le terme général d’une série ne tend pas vers zéro, par contraposée, la série diverge.

DEFINITION 3. Lorsque le terme général d’une série ne tend pas vers zéro, on dit que la série
diverge grossieérement.

Par exemple, Z(—l)” diverge grossierement.

1
@ La réciproque est fausse. Par exemple, la série harmonique Z — est divergente bien que
n
n>1
le terme général tende vers 0 (il ne tend pas « assez vite » vers 0).

Autre exemple : on considere la série E Le terme général tend vers 0. Cependant comme

1
n>1 \/ﬁ

1 1
>vVn+l—yVn=———
- by Sy

Bl

on a par télescopage

N
SN:Z%>\/N+1—1
n=1

et ainsi la série diverge.

E Cas de la série géométrique.

(PROPOSITION 6. Soit q € C. Alors la série géométrique > q" converge si et seulement P
lq| < 1. On a alors

+00 N+1
1
Y-l -t
n=0 4 4
On a ausst
N 1— gN+!
Sy = "=
N ; q 1—¢q
o 4
Preuve

On rappelle que

et ainsi si g # 1,

N 1— g+
SN:Z;q B e

Or la suite (¢V*!) converge si et seulement si |¢| < 1; et dans ce cas elle converge vers 0. Donc

a série converge si et seulement si |g| < 1 et on a dans ce cas

+oo 1
28

On a aussi
1 1— qN+1 qN+1

v =8-Sy =y~ T1g

11



*

Par exemple

et

n=0

F Somme télescopique.

Généralisons l'exemple de somme télescopique (beaucoup d’exercices se résolvent par des sommes
télescopiques cachées) :

PROPOSITION 7. Une suite (U,) converge si et seulement si la série Z(U”“ - U,) converge.]

Preuve

Par télescopage, on a :
N

Z(Un-‘rl - Un) = UN+1 - UO

n=0
d’ou le résultat. Dans le cas de convergence, si £ est la limite de (U,,), S la somme de la série,
alors S =0—Uy. %

On peut alors facilement créer artificiellement des exercices : prenons par exemple u,, = In (n—),
avec n > 2. Alors

1 21 1
Un:un+1_un:1nn+ —1In " :lnn 5 :1n<1——)

n n—1 n

1
La série In (1 — — | peut donc étre vue comme une série télescopique.
n

12



III Séries a termes positifs.

A  Somme d’une série a termes positifs.

Commencons par la remarque suivante : soit E (ay,) une série a termes positifs, alors puisque

pour tout n, S,11 — S, = any1, la suite (S,) est croissante, et ainsi soit elle converge, soit elle
.V Vi J ORI hY v 3 1 :
diverge vers +o0o et plus précisément, d’apres ce que I'on a vu pour les suites croissantes

- . L g . . )
PROPOSITION 8. Soit Z(an) une série d termes positifs. La suite (S,,) est croissante. La série

converge si et seulement si (S,) est majorée et on a alors

“+00
S = U, = sup S,
\Q y

En pratique, on peut méme se contenter d’une information plus faible encore. Si par exemple, on
sait que (S,(n)) extraite de (S,,) est majorée, alors forcément la série Z(an) converge puisque
sinon, (5,,) divergerait vers 400 et toute suite extraite aussi.

B Encadrement de Z f(n) et applications

1) Encadrement

(PROPOSITION 9. Soit f une fonction positive continue (par morceauz) définie sur [1,—{—00?

décroissante . Alors
n+1 n
[ rae < £+ ) < S0+ [ oo
et si f définie sur [0, +o00]

n+1 n
| rae < £0) 4 £0) 4o+ ) < £0)+ [ oo
et ausst
n+1 n
FO)+ [ fa)de < F0)+ £Q) o S0) < )+ [ (o)
1 0
Soit f une fonction continue (par morceaux) positive définie sur [0, +o0| croissante . Alors
n n+1
| s@de < syt s < [ fa)da
0 1
et si f définie sur [0, +o0|
n n+1
FO)+ [ e < £0) 4 5@+t ) < [ fopda
0 0

et ausst

£(0) + / " fe)de < FO)+ FQ) 4+ f(n) < F(0) + / " )

13



Preuve :
Deux dessins suffisent a justifier les encadrements : la partie hachurée et la partie en pointillés
ont la méme surface f(1) +---+ f(n)

A

et pour une fonction croissante :

A

On peut aussi faire le raisonnement suivant : si f est décroissante, alors pour ¢ € [k, k + 1],

f(t) < f(k) dou

k+1

f)dt < f(k)

k
et pour t € [k — 1,k|, f(k) < f(t) et ainsi

k

fk)y < [ f(t)dt

k—1

et ainsi finalement i

k+1
/k fat< fRy < | f

k—1

dt

~—

14



Y

d’ou en sommant pour k=1,...n,

n

F(t)dt

0

[ i< s+ s <

pour une fonction sur [0, +o0l.

*

COROLLAIRE 1. Soit f une fonction décroissante, continue positive. Alors Y f(n) est conver-
gente si et seulement si la suite (I,) définie par I, = [" f(t)dt est convergente.

Preuve

Comme f positive, les deux suites (f(1) +---+ f(n)) et (" f(£)dt) sont croissantes et donc
elles convergent si et seulement si elles sont majorées. L’encadrement ci-dessus permet alors de
conclure : si Y f(n) est convergente, la suite des sommes partielles (f(1)+---+ f(n)) converge,

1n+1 f(t)dt> est majorée et donc ([ f(¢)dt) aussi, et ainsi

donc est majorée et ainsi la suite (
la suite ( [" f(t)dt) est convergente.
Réciproquement, si (f]* f(t)dt) converge, elle est majorée, ([ f(t)dt) aussi et ainsi ((f(1) +
---+ f(n)) aussi; comme cette derniere est croissante, elle converge et donc la série > f(n) est

convergente. %

Ce théoreme sera exprimer d’une autre fagon dans le chapitre d’intégration, avec la notion
d’intégrales généralisés, pour des fonctions continues par morceaux.

2) Exemples des séries de Riemann.

ProprosIiTioN 10. La série E — dite série de Riemann est convergente si et seulement st
n>1 n
a>1.

Preuve
Si o < 0, la série diverge grossicrement. S = +oo (série a termes positifs).

15



On suppose désormais o > 0. La série étant a termes positifs, nous allons étudier si (S,,) est
majorée. On a par encadrement (fonction décroissante)

Si a =1, on obtient
In(N+1)<Sy<1+InN

et ainsi (Sy) diverge vers +00. Donc la série diverge vers +o00. Plus précisément, comme

ln(N—i—l)—lnN(le%) —lnN—i-ln(l—i—%) —lnN—i-%%—O(%)NlnN

on déduit que

Sia#l,

1 N+1 1 N
| <SSt |
e A

Pour 0 < a < 1, on obtient que

T (W17 1) < Sy

et ainsi (Sy) diverge vers +o00. Plus précisément, en utilisant

n=1
on a )
1- .
a 1 <S <1 N 1 a_ 1
].—a( )+(a\ N X +1—a(( +> )
puis en divisant par ﬁ Nl-a
1 1—a 1
L= <Sv<1-
Nl—oc+ N N Nl—a

et ainsi®

3la formule est valable en fait pour tout a < 1. Dans le cas ot o < 0, la fonction f est croissante, et les
inégalités sont renversées, ce qui ne change rien au final. D’ailleurs, on rappelle que I'on a de maniére classique

N
N(N +1) N?
1+24+...4+ N = 1 '
+24 4 ;n 5 5
et N
12+22+~-~+N2:Zn2:N(N+1)(2N+1)~N—3
n=1 3
ainsi que
N
N2?2(N +1)2 N*
134923 4... L N3 = s Mt
+28 44 n;n I T



Pour oo > 1, on obtient

1 1 1
Sy <1 1-— ) <1
N +a—1( Na—1> +a—1

et ainsi (5,,) majorée (et croissante) donc converge. On a aussi

+oo

<1+
—~n a—1

1 1

On peut alors déterminer un équivalent de Ry qui tend vers 0. On a

“+o00
1
Ry= ) —
no

n=N+1

On a par comparaison intégrale
M+t g <A Mo
/ Ly —g/ L
N1 T ne N ¢
n=N+1

mais comme techniquement N + 1 va un peu nous embéter, on écrit plutot pour la minoration

M+1 1 Mo 1 Moo
—dr — — < = = il
\/N xro r Na ~ ne Na Z ne
n=N n=N+1
et ainsi Ny
M+l 1 1 Mg
[l e Loty
N x® N« eyl ne N
d’ou
1 1 Mo 1
M 1 l-a lea —— < — < lea _ lea
1—Oé(< +) ) Na Zna 1—06( )
n=N+1
on fait tendre M vers +oo
1 1 1
Nl—a < R < Nl—a
a—1 Na S HS a—1
d’ou
1 1
N +oo @ — 1 No-1
*

17



3) Application a ’étude asymptotique de sommes partielles.

On vient de voir que par exemple
n

1

— ~lnn

k +oo
k=1

Donnons d’autres exemples (et un contre exemple) d’utilisation de I'encadrement par des inté-
grales :

e On considere la série Z v/n. Elle diverge grossiérement, & termes positifs. Ainsi (S,) di-
n=0

verge vers +00. On souhaite déterminer un équivalent de (S,,). Comme la fonction racine est

croissante, on a

£(0) + / " f@)de < FO) 4+ fn) < / " fo)da

soit encore

n n+1
/ Vadr <8, < / Vade
0 0

n ) n+1
3 0 3 0

3
2

d’ou

c’est a dire
3
2

[S]Ie]

N

Sp < z(n+1)

Y

“+oo

n

[GVIN )
[GSIN )
Wl o
N

2
On en déduit que S, ~ —ny/n.
+00 3
e On considere la série E Inn. Elle diverge grossiérement, a termes positifs. Ainsi (.5,) diverge

n=1
vers +00. On souhaite déterminer un équivalent de (S,,). Comme la fonction logarithme népérien

est croissante, on a (attention a ne pas intégrer a partir de 0 dans 'intégrale de gauche)

f+ [ an < s+ o < [ " e

soit encore

n n+1
/ Inxzdx < 5, < / Indx
1 1

d’ou
[znz — 2]} < S, < [zInz — 2]}
c’est a dire
nlnn—n+1<S, <(n+1)Inn+1)—n+1)+1=Mnm+1)In(n+1)—n

Onanlnn—n+1l~nlnnet (n+1)In(n+1)—n~(Mn+1)In(n+1)~nln(n+ 1) et si on ne
le sait pas encore

1 1 1 1
In(n+1)=1Inn <1+—) =Inn+In (1—}——) =1Inn+ — + og (—) ~Inn
n n n n
et ainsi finalement,
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E Ink ~nlnn
+oo
k=1

e On considere la série Z e". Elle diverge grossiérement, a termes positifs. Ainsi (S,,) diverge
n=0

vers +00. On souhaite déterminer un équivalent de (S,,). Comme la fonction exponentielle est

croissante, on a

f(0)+/0nf(x)d:v<f(0)+---+f(n) </0n+ f(x)dx

soit encore

d’ou

c’est a dire

e"~e —1< S, <e"t —1ent!
Mais e et e"*! ne sont pas équivalents. La méthode ne fonctionne pas ici; la cause : 'expo-
nentielle croit trop rapidement.

Oui, mais je veux trouver un équivalent, moi, na! Ben en fait, c’est une série géométrique, on
a tout simplement
1— en+l en+l

1—e Ne—l

Sp=14e+e*+---+e"=

4) Erreurs cumulées

La remarque géométrique suivante, simple, a des conséquences trés intéressantes. Lorsque la
fonction f est décroissante sur [1,+oo| par exemple (a adapter selon les cas), pas forcément
vers 0, cumulons les écarts entre f(n) et la surface intégrale en les déplagant géométriquement
dans la partie d’abscisse entre 1 et 2 :

Y

On voit que cette accumulation d’écarts est croissante, majorée : on obtient donc une suite crois-
sante majorée, qui converge donc. Formalisons cette observation géométrique : formellement,
on écrit :

en:/nJr f(z)dz — f(n+1)

19



et

s
I
D

-
I

/1 " fo)de— F2) — - — f(n)

On a "
Fyor— By — / F@)de — f(n+1) >0

et ainsi la suite (FE,,) est croissante. D’autre part comme

k+1

flk+1) < i f(z)dz < f(k)

on a
0<er< f(k)— f(k+1)
et en sommant
0<E,<f()—fln+1) < f(1)
Ainsi la suite (E,,) est croissante, majorée. Elle converge vers une limite dépendante de la fonc-
tion f.

Par exemple, la constante d’Euler est définie ainsi. On considere la fonction f définie par

f(x) = 1, décroissante sur [1, 4+oo[. On a ici

La suite considérée est plutot

1 1
Uy =14-+--+——lnn=-E,+1
2 n
qui est donc décroissante, bornée avec vu I’étude ci-dessus
0<FE, <1
et ainsi 0 < U, < 1. La suite (U,) est minorée, décroissante, et donc elle converge vers une
constante notée v appelée constante d’Euler-Macheroni. On a avec nos encadrements 0 < v < 1.

Cet encadrement peut-étre amélioré en remarquant que le cumul des écarts FE, vérifie

21
0<En</ Ldz =2
1 X
et ainsi 1 —In2 <y < 1.
C Comparaison

1) Comparaison par inégalité

(PROPOSITION 11. Soit (u,) et (v,) deux suites positives. Si pour tout n, u, < v, (ou Q)
partir d’un certain rang) alors la convergence de Zvn implique la convergence de Zun et la

divergence de Zun implique la divergence de Zvn. Dans le cas de convergence (majoration
da partir du rang 0), on a

“+o00 “+o00
§ Up < § Up,
n=0 n=0

\ S
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Les séries géométriques et les séries de Riemann sont des séries de références. On pourra tou-
jours tenter de comparer la série que 'on étudie a ces séries particulieres. D’autre part, si
la comparaison n’est vrai qu’a partir d’un certain rang, la proposition reste valable, a part
I'inégalité entre les somme bien évidemment que 1'on peut adapter.

Par exemple, si une série Y a, a termes positifs est convergente, alors la suite (a,) converge
vers 0, & partir d’un certain rang, 0 < a,, < 1 et ainsi 0 < a% < a,. On peut alors en déduire
que la série > (a?) est convergente.

2) Comparaison a une série géométrique

Voici déja la version élémentaire, qui n’est pas spécialement au programme :

(PROPOSITION 12 (Comparaison géométrique). Soit > a, et > b, deuz séries numém’ques}
termes strictement positifs. On suppose qu’a partir d’un certain rang

An41 bn+1
<

ap b,

1) Si Y b, converge, il en est de méme de ) ay.
2) Sy a, diverge, il en est de méme de Y b,.

NG J

Preuve
On suppose qu’a partir du rang Ny on a

Ap+1 bn+1
<

Qn bn

Alors sin > N,

Qnp, Ap—1 ANy+1
X Xoeee X —— X Ay,
Ap—1 Ap—2 an,
et ainsi

by bn—1 bN0+1 ANy

X AN, < bn X B
bn—2 No No

d’ott les résultats par comparaison. %

/T{ROPOSITION 13 (régle de d’Alembert v1). Soit (u,) une suite strictement positive. \
1) Si on a d partir d’un certain rang
Up,
gl
Unp,
alors y_ u, converge.
2) Si on a a partir d’un certain rang
Up
s>
Unp,

alors > u, diverge (grossiérement).

o J

Preuve
e On suppose que ¢ < 1. Prenons ¢ < g < 1. Il existe un rang N, a partir duquel
n+1
Un+1 < q= q
Unp q"



et ainsi par le théoréme précédent, sachant que la série géométrique > ¢" est convergente, la
série Y a, converge.
e On suppose que ¢ > 1. Prenons ¢ > ¢ > 1. Il existe un rang Ny a partir duquel

1
Up+1 ¢t

Zq=—
Up, q

et ainsi par comparaison géométrique, la série diverge (grossierement). %

En général, on utilisera la regle de d’Alembert avec la version suivante :

(THEOREME 14 (régle de d’Alembert). Soit (u,,) une suite strictement positive de sorte que )

. Up+1
lim =/
n—-+4oo Uy,

—sil <1, la série Y u, converge.

—si £ > 1, la série diverge (grossiérement).

—si £ =1, on ne peut pas conclure en général. Mais astuce tout de méme importante dans ce
cas : si £ =17, on peut affirmer que la suite (u,) est croissante d partir d’un certain rang et
ainsi »_ u, diverge grossiérement.

N .

Preuve

Si ¢ < 1, alors par définition de la limite, il existe un rang a partir duquel ’IZ—:l < 371 =q<1
et on applique le théoreme précédent.

Si ¢ > 1, alors par définition de la limite, il existe un rang a partir duquel az—“ > “Tl =q>1

et on applique le théoreme précédent aussi. %
Rédigeons aussi une preuve directe, qui condense les deux preuves ci-dessus :

Preuve
e On suppose que ¢ < 1. Prenons ¢ < ¢ < 1. Il existe un rang Ny a partir duquel

Un+1

¢
Un

Alors si n > Ny,

Un UNo+1 n— N, UNy n
X X ———= Xun, S ¢ CUNy = o]
Up—1 UN, q

Up =

et ainsi par comparaison a une série géométrique, la série Y u,, est convergente.

e On suppose que ¢ > 1. Prenons ¢ > ¢ > 1. Il existe un rang N, a partir duquel

Un+1

Zq
un

Alors si n > Ny,

U, UNy+1 _ UN,
X PSP X —0 XU/NO >qn NO'UNO = Ts n
Up—1 UN, q

Uy —

et ainsi par comparaison a une série géométrique, la série > u,, est divergente grossiérement.

*
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e Lorsque ¢ = 1, tout peut se passer :
1

— up = 3 @ la série diverge.

— Uy = # : la série converge.

e Par exemple, déterminons la nature de la série ) ., u, avec u, = —. On a
z n

(n+1)!

Uny1  @ipet (n+Ln®  n™  (n4+1\7"
Uy 2 (n4 1) (n+1)n | n

_ (1 + l)_ _ e—nln(l—%) — o lHo()
n

et ainsi % converge vers % < 1 et ainsi la série converge.
n
e Autre exemple usuel : la série exponentielle : pour x réel, on consideére la série

’:Cn
P

Pour x non nul, comme

xn+1
D
= n+1

n!
. . s . n
tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, la série ) | %5 est convergente. Pour x = 0, la convergence

est acquise aussi.
@ Attention, si on a seulement la condition

a
Vo, = <1

Qn

on ne peut pas conclure. En effet, pour la série harmonique » %, on a

a n
ntl <1
an, n+1

et la série diverge.
e Pour finir, un exemple plus sophistiqué : on considere la série

n+
n=0 n
ou p est un entier et x un réel positif.

» Pour z = 0, la série converge (de somme 1). » Sinon, en notant a,, le terme général de la
série, on a par la relation ("H) = ntl (Z)

k+1 E+1
n+1+p\ .n+1
g ()@ n+1+p
ap, (n:p) xn n -+ 1

qui converge vers x. Ainsi la série converge pour x € [0, 1], et diverge pour = > 1.

1 . - N
» Pour x =1, aZ“ = ": J:p , converge vers 1 mais surtout ici (d’ou I'importance de la remarque)
n

n 1
a+1:n+p+ >1
ap n+1

et ainsi la suite (a,) est croissante, elle ne peut converger vers 0, et ainsi la série diverge
grossieérement.
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3) Comparaison a une série de Riemann.

Par exemple, étudions la nature de la série
In®n
>

n=>2

In®n

3 .
> x n2 < 1 soit

. . In3n 3 . N . s .
On sait que lim,, 1o —=* X n2 = 0 et ainsi on a a partir d'un certain rang

encore 5
In°n

<

3

n2

et ainsi par comparaison, la série converge.

Cette technique permet de montrer * :

PROPOSITION 15. Soit (u,) une suite positive. Si lim u,n® = 0 avec a > 1, alors la série
n——+00

E un, converge.

1 On a partir d'un certain rang u,n® > 1, et ainsi

<1
un\ﬁ

d’ou la convergence de la série E U, par comparaison.

PROPOSITION 16. Soit (u,) une suite positive. Si lim wu,n® = 400 avec a < 1, alors la série

n—+o0o
E u, diverge.

Preuve
On a partir d'un certain rang u,n® > 1, et ainsi

>1
un/ﬁ

d’ou la divergence de la série g U, par comparaison.

Ici encore, si on a seulement (n®u,,) minorée par un réel strictement positif, a partir d'un certain
rang, la conclusion reste la méme. %

Exemple des séries de Bertrand : on considere la série
Z o 8
= " (Inn)

avec (a, ) € R% On note u, le terme général de la série.

e si & > 1 : on choisit a de sorte que 1 < a < «. Alors

nu, =n*"*(Inn)"? —0

“4le résultat tient encore si 'on a seulement (n“u,,) bornée
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puisque a — a < 0. Ainsi la série converge.

esia<l1:
niy, = n'"*(Inn)™? — +oo

puisque 1 — a > 0. Ainsi la série diverge.

e si « = 1, on procede par comparaison intégrale : on a la série numérique de Bertrand

1 n
Z de méme nature que la suite croissante ( / dx). Orsi g #1,
2

zIn?

/ L dr = [—1 lnl_ﬁx]
2 zlnfz 1-p 5

et ainsi la série converge si et seulement si g > 1.
Et pour finir, si g =1,
n
1
/ dz = [Inlnz];
9 xlnzx

et ainsi la série diverge. Conclusion : la séir de Bertand E

nin®n T

1

P est convergente si et
n®In"n

seulement si « > loua=1et 5> 1.

D Utilisation de I’équivalence.

PROPOSITION 17. Soit (u,) et (v,) deux suites positives (da partir d’un certain rang). Si u, ~ v,

alors les séries E U, et E v, sont de méme nature.

Preuve
On suppose que E v, converge. Puisque u, ~ v,, on a u, — v, négligeable devant v, et ainsi

il existe un rang a partir duquel |u, — v,| < vy, et ainsi u,, — v, < v, puis u, < 2v, a partir
d’un certain rang. On en déduit que la série E u, est convergente.

En inversant les réles de u,, et v,, si E u, converge, E v, aussi.

Autre méthode (si (uy,)et (v,) ne s’annule pas) : si E v, converge. Puisque wu,, ~ v,, on a %=

n

qui tend vers 1, donc bornée par B. Ainsi u,, < Bv,. Donc si E v, converge, E Uy, aussi.

Si u,, diverge, en utilisant u, < 2v, a partir d'un certain rang ou u, < Bv,, on déduit que
E v, diverge aussi.
En inversant les réles de u,, et v,, si E u, diverge, E v, aussi. w

1
Par exemple, étudions la nature de la série Z In (1 + —). On a
n

n>1

(i)~
In{1+4+—)~—
n n

Nous sommes bien dans le cadre de séries a termes positifs, ainsi la série diverge.
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Attention a ne pas utiliser ce résultat lorsque la série n’est pas a termes de signe constant
(a partir d’'un certain rang). Par exemple, si on considere la série

Zm(u%)

s - . . . (="
et on verra (critere spécial des séries alternées) que la série g

n=>1 \/ﬁ

ce qui permet d’en déduire que la série est en fait divergente (somme de trois séries dont une
diverge et deux convergent).

est convergente. Cepen-

dant,

IV Séries absolument convergentes.

A Définition de I’absolue convergence.

DEFINITION 4. On dit qu’une série Z u, converge absolument ou est absolument convergente

si la série g |un| converge.

—1)»
Par exemple, la série E % converge absolument et la série E
n
nx1 n>1

(=D"

ne converge pas

absolument.

sinn
-~ converge absolument.
n

- (i)" .
La série E —5- converge absolument; la série g
n

n=>1 n=>1

B Théoréeme

THEOREME 18. Si une série est absolument convergente, alors elle est convergente et on a

“+oo +0o0
> €Y
n=0 n=0

Preuve
Soit Z u, une série réelle, absolument convergente. On rappelle que

u = max(u,,0) u,, = max(—uy,0) Up = ub —u,

On a donc 0 < ! < |uy| et 0 < u,, < |uy,| et ainsi par comparaison, les séries a termes positifs
E ul et g u,, sont toutes les deux convergentes. Par soustraction, on en déduit que E Up,

converge aussi, et on a
“+o0o “+o0o +oo
_ + -
Uy = U, — u,
n=0 n=0 n=0
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et comme

N N N N
+ - + -

E Up| = g ur —u | < E uy +u, = E | |

n=0 n=0 n=0 n=0

on en déduit en passant a la limite que
+oo +00 N
} : } : + - _ § :
n=0 n=0 n=0

Soit maintenant E u, une série a termes complexes, absolument convergente. On écrit u,, =
a, + ib, avec a,, et b, réels. On a |a,| < |u,| et |b,] < |u,| et ainsi par comparaison, les séries

E a, et E b, sont des séries de réels absolument convergentes, donc convergentes. Ainsi par

combinaison linéaire, g u, est convergente aussi et on a :

+oo +oo +oo
g Uy, = g a, +1 E b,
n=0 n=0 n=0

et comme
N N N N
S| = (D (@ +iba)| D lan +iba] = D Junl
n=0 n=0 n=0 n=0

on en déduit que
+o0o +oo
D tn| <3 Junl
n=0 n=0

*

Par exemple, si a > 1,

—1)"
et ainsi Z ( a) est convergente.
n

n>1

C Comparaison par domination

\

PROPOSITION 19. Soit > u, une série et Y v, d termes positifs. On suppose que (u,) est
dominée par (v,) et que Y v, converge. Alors la série . est absolument convergente.

Preuve
(uy,) est dominée par (v,) donc il existe une constante B telle que (& partir d’un certain rang

si (v,) s’annule; si (v,) ne s’annule pas, (Z—Z) est bornée)

|un| < Buy,

et ainsi par comparaison, la série > |u,| est convergente, donc la série Y u,, est absolument
convergente. %

Par exemple, si n > 1,




i ein@
et donc la série E — est convergente. De la méme fagon, si a > 1, la série E
n

n>1 n=1
absolument convergente.

est
o

COROLLAIRE 2. Toute combinaison linéaire de deux séries absolument convergentes est abso-
lument convergente.

Preuve
En effet, si > u, et Y v, sont absolument convergentes, a et b des scalaires, alors

law, + bu,| < |a||un,| + blv,]

Comme les séries Y |u,| et > |v,| sont convergentes, la série Y |a||u,| + |b||v,| aussi et ainsi
la série Y au, + bv, est absolument convergente. v
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V Applications.

A Développement décimal d’un nombre réel

(PROPOSITION 20. Si (a,) est une suite bornée, la série A

Qn
10m

n=0

est absolument convergente.

N v

Preuve
En effet, si (a,) est bornée par B, on a

an, B
- g R
107 107

d’ou la convergence absolue par comparaison avec une suite géométrique convergente. v

(fHEOREME 21. Soit x un réel positif. Alors il existe une unique suite (a,) d’entiers natma\
avec

ap € N, Vn e N* a, €{0,1,...,9}

et (a,) non stationnaire a 9 telle que

+oo
Qn,
x = —
“—~ 10
Lorsque x € [0,1[, on a ag = 0. )
[DEFINITION 5. On note z = ag, ayasag - - - et on parle de développement décimal illimité propre‘
| de x.
Attention, si a, # 9, on a ag,a; - --a,9999 - - - = ag, a1as - - - (a, + 1). En effet
+oo
9 9 1
0,99 = — = — =1
; 10k 101 — 55
et ainsi
0,0---099---=10"70,999---=10""

d’ou le résultat.

B Caractérisation des nombres décimaux par leur développement

décimal

(DEFINITION 6. On dit qu’un réel x est un nombre décimal si on peut écrire )

m

r=-—

107

n

avec m € Z et n € N ou de maniére équivalente , de la forme Jazh avec n entier relatif, a et b
\entier. 4
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On note D 'ensemble des nombres décimaux.

7 \ . Ve Ve . . . 7/ 7/ . A
THEOREME 22. Soit x un réel. x est décimal si et seulement si son développement décimal est
nul a partir d’un certain rang.

Preuve
: x10™ s . )
Six=ag,a---ay, alors x = %ﬁala") et ainsi x décimal.
Réciproquement, si x décimal, x = 1o m = 10"ag +r avec 0 < r < 10", puis r = (ay---ap)

(n chiffres au plus)
L = Ao, @1+ Qn

*

THEOREME 23. Soit x un réel. x est décimal si et seulement si son développement décimal est
nul a partir d’un certain rang.

Par exemple,
1
— =10.100- - -
10
C Caractérisation des nombres rationnels par leur développement
décimal

THEOREME 24. Soit x un réel. x est rationnel si et seulement si son développement décimal
est périodique a partir d’un certain rang.

Par exemple,

1 1
= =0333--- — = 0.142857
3 7

et

B_ 1w 2 ssssrnreross
11 17

Preuve
Siz=ap,ar - aylpr1 - Gptq, alOTS

1 1
T =ag, a1 Ay + (Apr1 - Apig) X <1OP+‘1 + =T +)

soit encore
1 1

“Jorte 1=

- €Q

T =g, a1 Ay +(Apy1 - Qpyg)
v 109

ebh

Réciproquement, prenons x un rationnel, non nul, positif. On écrit z = § forme irréductible.

yp = 10" (2 — dp_y) = 10”§ 101071z = %

avec «,, entier et
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et ainsi N
0<10"(x —dpq) = — <10
q

soit 0 < a;, < 9¢. La suite (ay,) est bornée. Comme elle a une infinité de termes, entiers, entre
0 et 9q, il existe m et m/, m’ > m de sorte que a,,, = &,y. On pose t = m’ — m. On a alors
Ym = Ym-
Relions a,, et y, : comme a, = 10"(d,, — d,,_1),

an, < 10”(1‘ — dn—l) < 10”(en — dn—l) = 10n(dn — dn—l) +1

et ainsi a,, = [10"(x — dym1) | = Y-

Et maintenant, on établit une relation de récurrence

An

Yni1 = 10" (2 — d,) = 10 x 10" <35 —dy1 — 10m

) — 10y, — 10a, = 10(y» — an)

soit encore

Ynt1 = 10(Yn — [yn])
On montre alors par récurrence que si n = m, Y, = y,. Cela est vrai pour n = m,; si
Yntt = Yn, alors

Ynt)+t = Ynttr1 = 10Wngt — [Ynge]
= 10(Yn — [Yn)) = Ynna

ce qui acheve la récurrence.

On en déduit alors que si n > m, a,4; = a,, ce qui prouve la périodicité a partir d’un certain
rang de la suite des chiffres.

En pratique, («,) représente la suite des restes dans la division de p par ¢ : lorsque 'on retombe

sur un reste déja obtenu, la périodicité apparait : prenons par exemple la fraction 2 : on pose

13
la division :

12 | 13
|
120 | 0,923076]923076
30 |
40 |
10 |
100 |
90 |
120

Regardons notre suite a,, sur laquelle repose la périodicité dans notre preuve. On fait un
tableau :

n | 0] 1 2 3 4 5 6 7
a, | 0 ] [9] | 2 3 0 7 6 9]
d, | 0] 0,9 ]0,92]0923]0,9230 | 0,92307 | 0,923076 | 0,9230769
13 120 30 40 10 100 90 120
Yn |3 | T3 | 3 | 13 13 15 iE] T
o, [ 12°]]120] ] 30 | 40 10 100 90 1120 |
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VI Critere spécial des séries alternées

Il s’agit d'une régle spéciale due & Leibniz °, que I'on appelle souvent le critére spécial des séries
alternées ou encore critére de Leibniz.

A Séries alternées

DEFINITION 7. On dit qu’une série de réel > a, est alternée si la suite ((—1)"a,) est de signe
constant. En d’autres termes, une série est alternée si ces termes de rang pair sont tous positifs
et ces termes de rang impair tous négatifs ou inversement.

Quelques exemples de séries alternées

B Le théoréme

(THEOREME 25. Soit Y nso Gn une série alternée telle que la suite (|a,|) converge vers 0 en)
décroissant.

Alors la série E a, est convergente.

De plus pour tout n, |R,| < |ani1| avec R, du signe de a1, c’est a dire que R,, est du signe
du premier terme de la somme qui le défini et inférieur en valeur absolue.

D’autre part, la somme est comprise entre deuxr sommes partielles consécutives quelconques.

Preuve

Il s’agit en fait d’une application assez directe du théoreme des suites adjacentes. On considere
la suite des sommes partielles (Sy). Montrons que (San) et (Sani1) sont adjacentes. On se place
dans la situation ou les termes d’ordre pair sont positifs et les termes d’ordre impair négatifs.
Nous avons :

® Soni1 — Soy = asni1 = —|asn1| qui tend vers 0

e La suite (Syy) est décroissante :

Sonta — San = Qana + Gani1 = |aana| — |aani1] <O

e La suite (Syny41) est croissante :

S2N+3 - SQN-H = QoN4+3 + GaN42 = —|a2N+3| + |a2N+2| =0

Ainsi les suites extraites des termes d’ordre pair et des termes d’ordre impair de (Sy) sont
adjacentes : elles convergent donc vers la méme limite, et ainsi (Sy) converge vers cette limite.

Donc la série E a, converge.

On a aussi pour tout n, Sony1 < S < Son et ainsi Sonpg — 5 < 0 < Soy — S soit encore
—Roni1 <0< —Ron que l'on écrit

Roy <0< Ronga

5Gottfried Wilhem Leiniz, philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, bibliothécaire
et philologue allemand, 1646 — 1716 ; lettre & Hermann, 1705 et & John Bernoulli 1714
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+oo

et donc Ry est du signe de an.1, c’est a dire du premier terme de sa somme Ry = Z Ap,-
n=N+1
D’autre part, 0 > Roy = S — Son = Sani1 — Son = —|aont1] et 0 < Royp1 = S — Sangr <

Son — Sons1 = |aony1| < |agniz| et ainsi pour tout n, |R,| < |ani1|- %k

e La majoration est tres utile pour des évaluations numériques.
e Parfois, on applique le critere a partir d'un certain rang.

e Quelques représentations utiles en dimension 1 : dans le cas ou on commence par un terme
positif :

Sont2 Son,
0 Sant1 Son+3 S
et dans le cas ou le premier terme est négatif
Son Sant2
S Sonts Son+1 0
C Exemples

)n—l

e On considere la série E (—

dite de Dirichlet, pour o réel.
nO'

n=1
— Lorsque o > 1, la série est absolument convergence, la série des valeurs absolues étant une
série de Riemann.
— Pour 0 < o < 1, la série ne converge pas absolument. Et c’est dans ce cas que le critere
spécial des séries alternée va intervenir : la suite (n%) est bien décroissante vers zéro, et ainsi
la série converge (on dit qu’elle est semi-convergente : série convergente mais non absolument

convergente).

-1 n—1
Pour o = 1, la série g L est appelée série harmonique alternée.
n>1 n

(-1

no

— Pour 0 < 0, le terme général ne tend pas vers 0, la série diverge grossierement.

Ainsi, on peut définir la fonction

sur |0, 4+o00].
e Attention a ne pas tomber dans les pieges grossiers : on demande par exemple d’étudier la

série (1)
2w (-1

n=2
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La série est alternée, le terme anm tend vers 0. Mais il ne décroit pas et donc on ne peut
pas appliquer le critere. En effet

1 1 1 1

= - = — — >0
2n+1-—-1 2n +1 2n  2n+1

A2n4+1 — Q2n

L’étude de cette série se fait alors de maniere élémentaire, par un développement asymptotique :
on écrit

(=~ (=" 1
n+ (—1)» n 14 &0

et ainsi la série converge comme somme de séries convergentes.

+00 (—1)n-1 "L (— 1)k
e On pose L = E ——5—. Déterminer n de sorte que E —
n
n=1 k=1

de L & 1073 pres.

soit une valeur approchée

1

On cherche n de sorte que |R,| < 1073. Or on sait que |R,| < ———. On a
(n+1)3
L v e Lol sy
—_— — n
(n+1)3 ° n+1 " 10 -

Ainsi
~ (D)
>
k=1

est une valeur approchée & 1073 prés (par défaut) de L. On trouve

29: (—1)F' 14436577189
k

= ~ 0.90211
3 16003008000

k=1

e La condition de décroissance n’est pas toujours facile a prouver, et méme parfois ... fausse.
Dans certains cas, un développement asymptotique permet de se ramener a la situation idéale
pour le premier terme, les autres termes ne posant pas de probléeme (convergence absolue).
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VII Formule de Stirling

A Intégrales de Wallis

On définit pour tout entier naturel n

W, = /2 sin”(t)dt
0

T _

5 — ¢ permet d’obtenir

Le changement de variable u =

jus

W, = /2 sin”(t)dt = /2 cos" udu
0 0

résultat qui se visualise clairement par le tracé des différentes courbes ¢t — sin” ¢ et u — cos™ u :
q p

e La suite (W,,) est positive et décroissante. En effet on a pour ¢ € [O, %]

0<sint <1
et ainsi 0 < sin®' ¢t < sin”t et en intégrant on obtient 0 < W,,.1 < W,,.

e Soit n > 2, on a par intégration par parties :

2 . z
W, = / sintsin™ ! tdt = [— costsin™ ! t}oz + / (n — 1) cost costsin™ 2 tdt
0

- >3 0

g

=0

L 2 : 2 2
=(n— 1)/ cos” tsin"™ “ tdt(n — 1)/ (1 —sin®¢) sin™ = tdt
0 0

=(n—=1)(Wh_o — W,)

et ainsi nW,, = (n — 1)W,,_5 soit encore

n+1
n+ 2

Vn €N, Wy =

n

e Comme la suite (W),,) est décroissante strictement positive, on a
0 < Wn+2 < Wn—H < Wn

puis en divisant par W,
Wite < Wi

0 < <
W, W,

<1

35



soit encore compte tenu de la relation de récurrence

n+1 < Wn—H

< <1
n—+ 2 W,

ce qui permet d’en déduire que W,, 1 ~W,,.
e Comme (n+ 2)W, 12 = (n + 1)W,,, on a en multipliant par W,
(n+2)WyiiWhio = (n+ D)W, W, 1y
et ainsi la suite ((n + 1)W,,W,,11) est une suite constante, d’ou
Vn €N, (n+ 1)WoWpit = WoW; = g

Alors -

ce qui permet d’en déduire que

Ainsi la suite (W,,) converge vers 0.

B La formule

PROPOSITION 26. On a°

nl~+v2mn <E> =V2mnn"e™"
e

Preuve
On pose (cela suppose de déja conjecturer la forme d’'un équivalent de n!)

|
Zp = &e_”\/ﬁ
nn
Alors
n -n _<n+l)
Zoy1  (n+1L)I n e vnoo (n+1 7
Ze  onl (n+)rtle D)/ F T\ n
et on note
Zn+1
In =lnz, 1 —Inz, =0,
Zn

On sait que g v, converge si et seulement si In z,, converge si et seulement si z,, converge vers

040.0na

SHistoriquement, Abraham de Moivre (mathématicien frangais 1667-1754) a obtenu
nl~Cntie "

et James Stirling (mathématicien Ecossais 1692-1770) a complété en déterminant la valeur de C. De Moivre
utilise cette formule pour décrire la loi normale comme une approximation de la loi binomiale.
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admet une limite K non nulle. Ainsi

nl~ Ky/nn"e™"

[T
Pour préciser la valeur de K, on utilise les intégrales de Wallis. On utilise alors W, ~ o et
n

T (2n)! o

que Wy, = 5 X SYIER Ainsi
T T  (2n)! 7w Kv2n (2?")% 172
— ~ Wy, = = X - X ——— = ——
4n 27 2 T2 Foagean ()™ T K2

ce qui permet d’obtenir ﬁi = YT soit finalement K = v27. %

1) Une application

Déterminons un équivalent de (27?) On a

(2n> en)! _VerEn)@n)e 1,

n nln! 2mn.n2ne—2n NZZD)

On fera attention a ne pas utiliser la formule de Stirling lorsque cela n’est pas vraiment
utile ou méme lorsqu’elle complique les choses! Par exemple, pour déterminer la nature de
. 1
la série Z o on peut :
e procéder par majoration : sin > 2, on a :
1 1 1 1

_— = ~S ——

n(n—1) n?

et ainsi la série converge.

e utiliser la regle de d’Alembert (pourquoi pas, méme si elle n’est pas utile dans ce cas) :

1 1
( 11) - — O

et ainsi la série converge.
e Mais ne surtout pas utiliser la formule de Stirling!
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C Qualité de ’'approximation

V2rnne "

’ Tl“ n! ‘ erreur relative
1 1 0.92 0.07
2 1.91 0.04
3 6 2.83 0.027
4 24 23.50 0.0205
5 120 118.01 0.0165
6 720 710.07 0.0137
7 5040 4980.39 0.0118
8 40320 39902.39 0.0103
9 362880 359536.87 0.0092

10 3628800 3598695.61 0.0083
11 39916800 39615625.05 0.0075
12 479001600 475687486.47 0.00691
13 6227020800 6187239475.19 0.00638
14 87178291200 86661001740.6 0.00593
15 || 1307674368000 | 13004307222x 102 0.0055

import pylab as py

def fact(n):
f =1

for i in

f *x=

return £

i

def approx(n):

return py.sqrt(2xpy.pi*n)*(n*py.exp(-1))**n

15
for

range(2,n+1):

i in range(1,N+1):

a,b=fact(i),approx(i)
print(i,a,b,abs(a-b)/a)

1
n!meann"e’l(l%————

12n
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Il existe une correction de cette formule donnant une approximation encore meilleure




n H n! ‘ V2mnne (1 + 1/12n) ‘ erreur relative
1 1 0.998981759637 0.001
2 2 1.99896286613 0.0005
3 6 5.99832652444 0.00027
4 24 23.9958871148 0.00017
D 120 119.98615409 0.00011
6 720 719.940381651 8.2 x107°
7 5040 5039.68625818 6.2 x107°
8 40320 40318.0454053 4.8x107°
9 362880 362865.917961 3.8x107°
10 3628800 3628684.7489 3.17x107°
11 39916800 39915743.4222 2.6x107°
12 479001600 478990871.796 2.2x107°
13 6227020800 6226901266.7 1.9x1075
14 87178291200 87176841036.7 1.6x1075
15 || 1307674368000 1.30765533732x 1012 1.4x1075

39




VIII Produit de Cauchy de deux séries

A  Motivations

La définition du produit de Cauchy de deux séries apparait naturellement lorsque 1’on effectue
le produit de deux polynémes

+oo +oo
P=>aX Q=) bX
i=0 j=0

qui fait intervenir les coefficients de PQ)
+o0o n
o= (z b) X
n=0 \k=0

avec donc pour tout n

n
Cp = E akbnfk
k=0

+oo
et PQ = Z cn X", les sommes étant toutes finies.

n=0

B Définition

(. ) L L)
DEFINITION 8. Soit Zun et > v, deuxr séries a termes complexes. On appelle produit de
Cauchy de Zun et Zvn la série an définie par

n n
Wy = E UpVgq = E UkUp—k — E Unp—k Uk
k=0 k=0

\_ ptq=n

C Exemples

e les séries exponentielles : on considére pour x et y des complexes les séries (on ne s’occupe

pas ici de convergence)
I’I’L yn
2 2w
n=0 n=0

Le produit de Cauchy est »_ ¢, avec

vl Yk L&\ e (w+y)
n — — X —— = — neh - J7
‘ Z ko (n—k)! n‘z(k>x Y n!
k=0 k=0
La série produit de Cauchy est donc

Z (x+y)"
= n!

e Un autre exemple de séries qui se prétent bien au produit de Cauchy, les séries entieres. Un
chapitre leur sera dédié. On considere deux séries de la forme

Z apz" Z b, 2"

n=0 n=0
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Le produit de Cauchy de ces deux séries est la série de terme général

n n
E apz*b, 2"k = E arbn_r | 2"
k=0 k=0

et ainsi la série produit de Cauchy est

n

Z Z akbn,k Z"

n=0 k=0

qui est donc aussi une série entiere.

D Propriété

N . L
THEOREME 27. Soit Zun et > v, deux séries d termes complexes absolument convergentes.

Alors le produit de Cauchy > w,, de Z uy, et Z vy, est aussi absolument convergente et on a :

“+o00 “+o0o —+00
D wn= (2w || D v

Preuve
La preuve n’est pas exigible au programme de PC.

On peut déja prouver de maniére générale la convergence absolue de Y w,, :

|wa| < Z |up|-[vg]

ptg=n
et ainsi
N N
D wal 30Dyl
n=0 n=0 p+qg=n
et ainsi
N N N
D lwal <7 lapl x> Jugl
n=0 p=0 q=0
et donc
N +00 +o0o
D lwal 7 Jupl x> vy
n=0 p=0 q=0

Ainsi la série a termes positifs E |wy,| est convergente, et on a

+oo +oo +oo
D lwnl Y lupl < Yl
n=0 p=0 q=0
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2N

Y

0

e Lorsque les séries sont a termes positifs, comme (voir graphique)

N N
D= D Uy
n=0 n=0 p+qg=n

(somme des termes d’indices correspondants a la partie hachurée) on a déja

N N N
E Wy, < E Up, E Up,
n=0 n=0 n=0

et ainsi la série ) w, converge (série a termes positifs, majorée) ; de plus

2N 2N
PP DD DR
n=0 n=0 p+qg=n

(somme des termes d’indices correspondants a la partie en pointillée) on a

N N N 2N
Ewné gun Evn <Ewn
n=0 n=0 n=0 n=0

et donc par le théoreme des gendarmes

+oo +oo +o0
D wn= (2w | | D
n=0 n=0 n=0

Ainsi la formule est prouvée pour des séries a termes positifs.

e Si les séries sont réelles, on décompose u, = u,\ — u,, et v, = v} — v et ainsi

n n

_ _ + —\ (ot -

Wy = § UkUn—k = § (uk _'uk)(vngk _'Un—k>

k=0 k=0
n n n n

_ +,4+ . -+

= E :ukvn k E :ukvn k E :ukvnfk—f— E :U’kvn k
k=0 k=0 k=0 k=0



et on est ramené au cas précédent avec 4 séries a termes positifs convergentes, et ainsi

+oo +oo +o0 +00 +oo +oo +oo
)TN DS N DI Bl DI R DI el OIS N DL
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
+oo +oo
2w | e
n=0 n=0
+oo +o00 +o00 +o0
_ E + E E - E
= Uy, Un, — Uy, Un
n=0 n=0 n=0 n=0

+o0 +o00
= (2o ) | 2o
n=0 n=0
e Et pour finir, si les séries sont & termes complexes, on note u,, = |u,| et v/, = |v,|, alors

n
Wy = E UkUn—k
k=0

et

n

n
[wa| < |upl.[Un—p| = Zu;c'vjz—k = wy,
k=0 k=0

Comme Y w/, est convergente, >  w,, est absolument convergente (le début de la démonstration
s’avere donc inutile). On écrit

n

n n
E U | X E Vi | — E W = E UpVg — E UpUq
k=0 k=0

k=0 D,gsn pHg<n
= E upvy = A
ptg>n
p,gsn
A
n
Y >
0 n
On a
n n n
/ / / .
Al < E |upl-Jvg| < E Up | X E U ) — wy, | =B
ptg>n k=0 k=0 k=0
P,gsn

et comme B tend vers 0 lorsque n tend vers U'infini (cas des séries a termes positifs), A aussi.
On en déduit que

+oo +oo +o0
D wn= (2w | | Dv
n=0 n=0 n=0



*

n

e Les séries exponentielles g — avec T € C sont toutes absolument convergentes : en effet,
n!

n>0
pour z = 0, la suite des somme partielles est la suite constante égale a 1 et si x # 0, on a

a:<n+1) ‘
(n+1)!
5]

||

— 0

:n—{—ln%Jroo

T n
et ainsi d’apres la regle de d’Alembert, la série Z | |'
n

n=0

est convergente.

Ainsi si z et y sont deux complexes, le produit de Cauchy des séries Z — et Z — est
n=0 n=0
absolument convergent et on a vu les calculs effectués précédemment

+oo +oo 5 +oo n
S (Xh) -2t
On! n! | ‘ n!

E Contre exemple

Que se passe-t-il si les deux séries sont convergentes mais non absolument convergente ? Donnons
un exemple ou le produit de Cauchy diverge. On considere la série

nzmx/njL

et on forme son produit de Cauchy avec elle méme. On note Z ¢y, le produit de Cauchy. On a
n=0

(=D
_Za’“an’“ Z\/k:+1 Vn—k+1 Z\/k+1 Yn—k+1)

Encadrons ¢, : pour 0 < k<n, 1<k+1<n+letl<n—k+1<n+1 et ainsi
k+Dn+1-k) < (n+1)?

d’ou
len| =1

et ainsi (c¢,) ne converge pas vers 0 ce qui entraine que Y ¢, diverge grossiérement.

F Pour aller plus loin encore
Totalement hors programme, mais le résultat permet de compléter le contre-exemple ci-dessus.

(THEOREME 28 (de Mertens). Soit > u, absolument convergente et »_ u, convergente. Alors)
le produit de Cauchy > w, est convergent et on a encore
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Preuve
La preuve est basée sur la transformation d’Abel, en principe hors programme. Notons

Vi=>Y v —V  a,=V-V, — 0

n—-+o0o n—-+o0o

On a
N N N-p
g w, = E UV, = E Up Y U,
n=0 p+q<N p=0 q=0
N N
= E ugVy—p = E up(V = an—p)
p=0 p=0
N N
=V E Up — E UpUN—p
p:O p:O
—+00
Comme la suite () converge, notons A = sup,,cy |as| et notons K = E [t .
n=0

Soit € > 0, puisque la série Y w, est absolument convergente, il existe un rang N; a partir

duquel (N > Np)
Z ] < A 20A+1)

Comme la suite (a,,) converge vers 0, il existe un rang Ny a partir duquel |a,| < < 5T

Pour N > Ny + N»,

E UpON_p + E UpQUN—p

N
E UpON—p
p=0

p=N1+1
N2
< Z|up"|O‘N—p’+ Z |upl-Jon—p|
= p:NH—l
p=N1+1
£ 3
S 3 §:€
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IX Compléments hors programme

A Regle de Cauchy

(THEOREME 29. Soit > (an) une série a termes positifs. On suppose que )
1
Va, = ay — 1L

—sil <1, la série Y (a,) converge.
—si 0> 1, la série Y (ay,) diverge. — si £ =1, on ne peut pas conclure. Cependant, si £ = 1T,
> (an) diverge grossiérement.

- y

Preuve .
—si £ < 1, en prenant £ < ¢ < 1, on a a partir d’un certain rang a;; < ¢ et ainsi a,, < ¢". On

conclut par comparaison a une série géométrique convergente.
1

—si /> 1, en prenant £ > ¢ > 1, on a a partir d’'un certain rang a; > ¢ et ainsi a,, > ¢". On
conclut par comparaison a une série géométrique divergente.

1
—si £ =17, & partir d'un certain rang, a;; > 1 et ainsi a,, > 1 d’ou la divergence grossicre de

la série > (ay,).
— on considere la série de Riemann # qui diverge ou converge selon les valeurs de a. On a

1
1 n a a
(— =n n :e_nlnn—)eozl

*

La regle de cauchy est un peu plus fine que celle de d’Alembert. Il y a des cas ou Cauchy
permet de conclure et pas d’Alembert. De maniere générale, si “=2 —; £, on a aussi {/a, — ¢,
la réciproque étant fausse. En effet, si 4 — £ £ 1,

Ina,,1 —Ina, —Inf

Par Césaro (si une suite converge, la suite des moyennes des n permiers termes converge aussi

Inan,
n

1
vers la méme limite), —In/, et en prenant I'exponentielle a;; — /.

B ;. _1\n_
Un contre exemple ; on considere la série E 2(=0"=" On a

an41

o n’a pas de limite, tandis que

avec by, = % et bapy1 = 2 et ainsi la rapport

_1)n 1
g/a—nzz%%Hg

Donnons quelques exemples ot la regle de cauchy est bien adaptée :

L - - n®
e On étudie la convergence de la série numérique E o On a

o [e3
- enlnn

== — <1
2 2 2

o n

3

n

on
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et ainsi la série est convergente. La regle de d’Alembert s’applique aussi facilement :
np1 1 (n+1\" 1
= — —> —
an, 2 n 2
n2 IRN .
e On étudie la série > (a,,) avec a, = (HLH) . On a de maniere classique

n " 1\" 1
a, = =(1+ - ——-<1
“ <n—|—1) ( +n> e

et ainsi la série est convergente.

Inn

e Dans le cas ou a, = {nyn? 01 2
Inn (lnn)Q
n n e n
Ya, = = —0
Inn Inn

et ainsi la série est convergente.

B Regle d’Abel

La regle d’Abel permet d’accéder a la convergence de séries qui ne sont pas absolument conver-
gente, mais qui converge tout de méme (on parle de semi-convergence).

THEOREME 30. Soit > (a,) une série a termes positifs avec (a,) décroissante vers 0 ety (by)
une série de sorte que sa suite des sommes partielles (B,,) soit bornée. Alors la série numérique
> (anbyn) est convergente.

Preuve
Soit n € N, on calcule la somme partielle de la série > (a,by,) :

n

Sp = Zakbk = apby + Z ay(Br — Bi-1)

k=0 k=1
= apbo + Z ap By — Z axBr_1
k=1 k=1
n n—1
= agby + Z ap By — Z 1B
k=1 k=0
n—1
= apby + Z(ak — ag11)Br + a, B, + a1 By
k=1

Il s’agit de montrer que la suite des sommes partielles (S,,) converge. On a déja
la, B,| < Blay|

et ainsi (a,B,) tend vers 0.
Le terme agby + a1 By est constant. De plus comme la suite (B,,) est bornée par B et que (a,,)
est positive décoissante, on obtient

[(ax — ars1) Bi| < Blax — agy1| = Blag — ary1)
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or par télescopage, et par le fait que (a,) converge (vers 0), la série > (a, — an+1) converge, et
ainsi la série > (a, — an11)By) est absolument convergente, donc convergente et donc

n—1

Z(@k - ak+1>Bk

k=1

admet une limite lorsque n tend vers +oo. Finalement, (S,,) est convergente, ce qui prouve que
la série > (a,b,) est convergente. %
inf

- €
L’exemple usuel est la série g 0

avec § # 0 [r]. On considére que a,, = % et que b, = €™

n>1
avec ici
n n inf
B — oikt _ (ew)k _ pl—e
n = = =Y —
k=1 k=1 1 —e®
-0 .
e¥ein3 gin ng
o'z sing
et ainsi
sin ng 1
Bl = 1| < T
in 3 in 3

et donc la suite (B,,) est bornée. Ainsi, d’apres le critere d’Abel, la série est convergente.

C Regle de Raabe-Duhamel

Cette regle permet de préciser la regle de d’Alembert, avec toutefois encore une zone d’ombre
restante.

(THEOREME 31. Soit > (an) une série a termes strictement positifs. On suppose que )

— st < 1, la série Y (ay) est divergente.
- st > 1, la série Y (ay) est convergente.
~ st =1, on ne peut pas conclure.

G v

Preuve
On pose b, = n%. Alors

B -B -8B
bn+1:< n ) :<n+1> :(1+1) :1_§+O(l>
b, n+1 n n n n

An+1 _bn+1 :5—@+O<l)

an by, n n

et ainsi

—si a < 1, on choisit o < f < 1, alors § — « > 0, et donc a partir d’un certain rang N,

Ant+1 bn+1 ~0
an, b,
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et ainsi

Qp—1 an, bp—1 bNo

et ainsi par comparaison, la série Y _ a,, diverge.
—si a > 1, on choisit « > > 1, alors f — a < 0, et donc a partir d’un certain rang Ny

Any1 bnyi <0

an bn
et ainsi
Gy ANp+1 < br, by +1 — any
an_ aNO\b_... b aNO_ nb
Ap—1 an, n—1 No No

et ainsi par comparaison, la série Y a,, converge. %

L. . 1
Par exemple, pour une série de Riemann, E —,ona
n

n=1

(ln+1:< n ) :(n—l—l) :<1+1) :1_g+o<l>
Qn n+1 n n n n

On retrouve les résultats connus; ici le cas @ = 1 donne une divergence.

1

Autre exemple, pour une série de Bertrand générale Z P
n®In” n

n=1
i1 1\ (In(n+1)\"
- () (22)
an, n Inn

(2o () (252
1

, on a

Puor a@ > 1 et a < 1, on retrouve les résultats des séries de Bertand.
Pour a = 1, en prenant § = 2, on obtient un cas de convergence.

D Introduction au produit infini

Voici peut-étre le premier produit infini de I’histoire des mathématiques (formule de Viete
(1593)) :

2 2 2 o
V2 242 \/2+\/2+¢§
Soit (a,) une suite de nombres non nuls (mais pourquoi donc non nuls ?), on pose

n
Pn = Hak
k=0

appelé produit partiel du produit formel [[(a,).
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Lorsque la suite (P,) admet une limite P non nulle, on dit que le produit formel H(an) converge

n=0
et on a

+o0
H a, =P
n=0

Dans le cas contraire, on dit que le produit diverge.

Dans le cas ou le produit formel [](a,) converge, on a

Pn+1

Any1 = P —1
n

Ainsi la condition (a,) tend vers 1 est une condition nécessaire a la convergence du produit.
Elle n’est pas suffisante (voir un exemple plus loin).

On se place donc désormais dans le cas ou (a,) est une suite de réels strictement positifs qui
converge vers 1 et on écrit a,, = 1+ u,, avec (u,) qui tend vers 0, mais attention, les termes u,,
ne sont pas forcément positifs. On a

InP, = Zlnak = Zln(l + uy,)
k=0 k=0

e Si la suite (u,) est a termes positifs (c’est a dire (a,) est a termes supérieurs a 1), alors comme
(uy,) converge vers 0,
In(1 4+ u,) ~u, >0

et ainsi Y (uy) et (In P,) sont de méme nature.
Dans le cas de convergence, la limite de In(FP,) est strictement positive, ce qui conduit a l’exis-
tence d’une limite pour la suite (P,) strictement supérieure a 1 et donc la produit converge.

Dans le cas de divergence, (P,) tend vers +o00 et le produit diverge.

Par exemple, produit

1
o)
(s

converge si et seulement si a > 1.
e Si la suite (u,) n’est pas a termes positifs, la situation se complique. On a encore

In(1 + uyp) ~uy,
et ainsi | In(1 4 wy,)| ~ |uy).
Alors si la série Y |u,| converge, c’est a dire si Y u, converge absolument, on a »_ In(1 + u,)
qui converge aussi absolument, et donc converge. Alors In P, admet une limite, et ainsi (P,)
converge vers une limite strictement positive. Ainsi la produit converge. On remarquera que

I'hypothese revient finalement & dire que la produit [[(1+ |u,|) est convergent (cas ou le terme
général est supérieur a 1). On dit dans ce cas que le produit est absolument convergent.

Par exemple, le produit
(=1)"
I 1+ S
nOé

n=2

avec a > 0 est convergent (il est absolument convergent).
Le cas ou 0 < a < 1 n’entre dans aucun des cadres précédents.
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X Série de Riemann complexe

On consideére pour tout z € C,
1
>
n>1 n

soit en posant z = o + it, (0,t) € R,

1 et In(n)
Z notit - Z T
n=1 n=>1
e Si o > 0, alors comme
1 1
n:|  ne

avec o > 1, nous obtenons la convergence absolue de la série de Riemann complexe, et donc sa
convergence.

e Si 0 < 0, nous avons
1

nZ

avec —o > 0 et ainsi le terme général de la série ne tend pas vers 0 : la série de Riemann
complexe diverge grossierement.

e On suppose désormais que 0 < o < 1. On procede par approximation intégrale (méthode en
fait utilisée dans le cas réel). On étudie

On a

Nous avons alors par majoration grossiére en module (segment de longueur inférieur a 1) :

2]
’Z‘/ / O_Hdudx = o+l

NEQ/ e

converge absolument, de somme ~,. On a alors (on ajoute un terme qui tend vers 0)

N N

1 dx
E —Z:/ — + 7. +o(1)
n:ln 1 x

On en déduit que la série de Riemann complexe et la suite d’intégrales

(=)
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z+1

Ainsi, comme o > 0, la série



sont de méme nature. Or si z # 1 (on connait déja bien ce cas),

N N N
d 1 1 1
/ & :/ x fdx = 7 = ——N"F —
. T* 1 1—2z 1 1—2z 1—=z

et nous obtenons la convergence si et seulement si o > 1.

On a

N
Z 1 y, — 1 _ 1 N7 — 1 N1-0g=itln(N)
— n? Fl1—2 1—2 1—2

—si 0 < o < 1, nous avons alors les sommes partielles de la série qui s’écartent a l'infini d’un

point central d’affixe
1

_1—2

selon la distance ﬁ]\f 1=9 en tournant dans le sens inverse du signe de t.

Yz

—si 0 =1 (mais avec z # 1 c’est a dire t # 0), nous avons alors les sommes partielles de la
série qui s’approchent d'un cercle de centre d’affixe

1
1—2

Yz —

et de rayon ﬁ, en tournant la encore dans le sens inverse du signe de t.

—si 0 > 1, les sommes partielles de la série qui s’approchent de (la série converge)

1
1—2

Yz —

en tournant la encore dans le sens inverse du signe de .

XI Exercices SPE PC

A Téléscopage
1

1. Montrer la convergence et calculer la somme de Z m
n(n

n>1

2. Calculer les sommes partielles de la série de terme général In (1 — #) et en déduire la

convergence de la série ainsi que la somme.
3. Calculer les sommes partielles de la série de terme général In COSQ% et en déduire la

convergence de la série ainsi que la somme.

1
nn+1)(n+2)

4. Montrer la convergence et calculer la somme de Z

n>1

2
5. Déterminer la convergence et la somme de la série Z In (1 + m)
k=1
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6.

7.

8.

(Centrale 1997) Soit
Up = /N +avn+1+bvn+2

Déterminer la somme de la série ) u,, lorsqu’elle converge.

(CCP 1997) Déterminer la somme de la série

Déterminer la somme de la série

On pourra calculer Arctan(n + 1) — Arctann.

B Calculs de sommes

9.

10.

Montrer que la série

1
z;nz—él

nz

converge et déterminer sa somme.

Montrer que la série

1
§:1+2+-~+n

n>1

converge et déterminer sa somme.

C Séries définies a ’aide d’une autre

11.

12.

13.

14.

15.

Soit E a, une suite a termes positifs convergente. Montrer que g ai est convergente.

Soit (a,,) une suite de réels strictement positifs. Montrer que les deux séries

an G,
n Z7”H—1

sont de méme nature.

Soit Y a, une série & termes positifs convergente. Montrer que la série . \/a,a,1 est
aussi convergente. Réciproque (ENS) ? Et dans le cas ou la suite (a,) est monotone ?

Soit Y a, une série numérique avec a,, > 0. Montrer que

an
Zl—i—an

est de méme nature que Y ay,.

(CCP PC 2007) Soit > a, une série convergente a termes strictement positifs. Montrer

;. V Qn
que la série E —— converge.
n
n>1
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D Comparaison par majoration-minoration
1

16. Nat de la séri .
ature de aserlezn2+1
n>1
17. Nature de la série Z !
. n=2 n-—= 1

E Encadrement intégral
1
diverge et déterminer un équivalent simple de la somme

18. Montrer que la série Z
et nlnn

partielle.
10°
2
19. Déterminer la partie entiere de Z k™3,
k=1

20. On pose pour tout entier n non nul

1) Montrer que (S,,) converge vers une limite que I'on note ¢.

2) Soit k € N*, montrer que

Lo 211 _
(k+1)3  3\k: (k+1)3) ks

3) En déduire un encadrement du reste

+oo
Rn = Z U

k=n+1

4) En déduire un rang ng pour lequel S,, est une valeur approchée de ¢ & 1072 pres

Donner une telle valeur approchée.
5) Déterminer un équivalent de R,,.

F Regle de d’Alembert

21. Etudier la convergence des séries
3"n!

2"n!
Yo X

nn

n!

Nature de la série de terme général u,, = .

@)

2n

22.

23. Nature de la série de terme général u,, =

24. Soit ¢ € C. Déterminer la nature de la série »  ng".
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G Formule de Stirling

!

n!
25. Déterminer la nature de Z — (ce n'est pas forcément la meilleure méthode)
n

2n
26. Déterminer la nature de Z #)1)
n(9n —

27. Déterminer selon les valeurs des réels « et 3 la nature de

Sty

28. Montrer que

2

7r—e2He(1——)n

H Comparaison, développement asymptotique

29. Déterminer a et b de sorte que la série de terme général
Inn+aln(n+ 1)+ bln(n + 2)
soit convergente et calculer alors sa somme.
30. Déterminer la nature des séries

Zsin% Zsm% Zsin%

n=1 n=1 n=1

, 1 1
31. Etudier la convergence de la série Z {ln (1 + — ) + asin — ] .
n n

n>1
I Convergence absolue

32. Montrer que les séries suivantes convergent absolument :
Z sin n? Z etn?
n? n?

n=>1 n>1

33. Etudier la convergence absolue des séries

e
Zn+1

n>0 n=0

J Séries alternées
34. Soit = €] — 1, 1[. Etudier la convergence de S (—1)"z".
35. Etudier la convergence des séries

(=" (=" (=" no 1
SUNOSEh TEh Sever

n=0 n=0 n




36

37

38

39.

40.

41.

42.

, —1)"
. Etudier la convergence de la série Z In (1 + ¥> .

= Vvn(n+1)

. Soit n € N*, on pose a,, = sin(mv/n? + 1).
1) Déterminer le signe de a,, en fonction de n.
2) Montrer que l'on a

T
o = (1) sin ()
vn2+1+n
3) Montrer que la série ) u,, est convergente mais non absolument convergente. Montrer
aussi que

a| <
k=n+1 2n + 2

ng
4) Déterminer un rang ng pour lequel la somme partielle Z ay, est une valeur approchée
k=1
de la somme S de la série & 1072 prés. Donner une telle valeur approchée.

Produit de Cauchy

. Calculer Z(n +1)37".
n=0
+oo 1 7'('2
On suppose connu que » — = —.
pp q ; =%

Montrer la convergence et préciser la somme des séries de terme général

— k2(n — k)! — k2(n — k)?
On pose pour tout n non nul,
1
Wn = 2on—k

Convergence et calcul de ) _, w,,.

Démontrer que

avec H, la somme harmonique

1) On suppose dans cette question que la série Y u, est absolument convergente. En
utilisant un produit de Cauchy, montrer que la série > w, converge et déterminer sa
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somme en fonction de celle de ) u,,.

2) On suppose dans cette question que la suite (u,) converge vers 0. Déterminer la limite
de (wy).

3) On suppose dans cette question que Y u, est convergente. Montrer que >  w, est
convergente et déterminer sa somme en fonction de celle de _ w,,.

L Exercices concours

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

(CCP PC 2007,2008) Déterminer la nature des séries de terme général
U = sin(m(2 — V3)") v, = sin(7(2 + V3)")
(CCP PC 2007) Soit (cv,) une suite réelle d’éléments strictement positifs telle que

s - LS

Soit B, = In(n*ay,), avec A = a + b — ¢ — d. On suppose que A > 1.
Montrer que > (8,41 — Bn) converge.

En déduire qu’il existe £ > 0 tel que «,, ~ n—’i

(ENTPE-EIVP - 2008) @;---a, est le nombre constitué en accolant les chiffres ay,...,a,.
Calculer s,(a) =a+aa+---+a---a le dernier terme ayant n chiffres.

Calculer Sy = 2 s, La série 3 % converge-t-elle ?

(Centrale - PC 2008) Montrer que les conditions
z(0) = -2 Vn e N* x(n) <0 x(n) — x(n)* = z(n —1)

définissent une suite et étudier sa limite éventuelle. Soient

n

u(n) =xz(n+1) —x(n) v(n) =In(1 + u(n)) w(n) = H(l + u(k))
k=0

Etudier la convergence des séries de termes général u(n) et v(n) puis celle de la suite

(w(n)).

Au cas ou la série de terme général v(n) est convergente, donner & 1072 pres, a l'aide de
l'outil informatique, une valeur approchée de la série > v(n) ou de la suite (w(n)).

—1)" < 1

(Mines et Ponts PC 2008) Nature de la série de terme général (=1) E T
n

k=1

(CCP PSI 2008) Soit P et () deux polyndémes n’ayant aucun entier naturel comme racine.
P(n)
Qn)|

(CCP PSI 2008) Montrer qu’il a et b uniques réels tels que

Nature de la série de terme général u,, = In

Zln(k:—l—n) =nlnn+an+b+o(1)
k=0
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20.

ol.

o2.

23.

o4.

25.

56.

57.

(ENTPE-EIVP PSI 2013) Nature de la série de terme général

(—1)"\/ﬁsin\%ﬁ
n+(—1)n

1
(CCP PSI 2013) Montrer que la série de terme général a,, = ——  converge.
12+ +n?
Pour n € N*, on note H,, =1+ 5 + -+ + = (série harmonique).

Montrer que lim Hs,11 — H, =In2 et en déduire Z Q-
——+00

" n=1
(CCP PSI 2013) On considere la suite (u,,) définie par up > 0 et la relation de récurrence

e Un

Ups1 =
S

Donner la nature des séries de termes général u,, et (—1)"u,.

(CCP TSI 2008) Soit a > 1 et n > 2. Montrer que la série de terme général

1 N 1 2
Up = - —
(n—1)* (n+1)> no
est convergente. Calculer S = :i‘; Up. Pour n > 2, calculer
St )
~ (k—1) ko
et en déduire
o 1 1 1
S’I’L e e 1 _—— —_—
kz:;uk 20 + (n+1)> no

Donner un équivalent simple de S — .5, quand n tend vers +oc.
Indication : on pourra factoriser par —

(Mines et Ponts MP 2013) Soit a > 0, étudier la convergence de

o™

n=1
avecanl—l—%jL---—{—%.

(Centrale 1997) Pour n € N*, on note s(n) le nombre de chiffres dans la représentation
de n en représentation binaire.

Montrer que la série de terme général s(n)

n(n+1)

converge. Calculer sa somme.

(Centrale 1997) Convergence et somme de la série de terme général

A(RI)

n

Etudier la nature de la série

1
ZW

n=2
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58. Etudier la nature de la suite de terme général

g 1
Uy = ——— —Inn
59. (Saint Cyr 2007) Convergence des séries
Inn Inn
n n?
N et s ~Ink
A Taide d’intégrales, trouver un encadrement de S,, = Z —; puisun équivalent de 5,,.
k=1
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