Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin

Devoir en temps libre °2

Exercice A

Soit (a, b, c,d) € (R*)* fixé, on considére une série numérique Z up, & termes strictement positifs telle que
n=0

vapr (0t a)(nth)
vneN, U,  (m+e)(n+d)

Un+1

1. Quelle est la limite de 7 Conclusion ?

Up
Et si on avait par exemple a =b=2,c=d=17

2. Soit A un réel, on pose pour tout entier n non nul, w, = In(n*u,).

1 n
Wpt1 — Wy, = Aln (1+) + In (u +1)
n U,

(b) Montrer que si u est un réel non nul, on a (avec un « grand O»)

(a) Montrer que

ln(n—l—u)zln(n)—i—Z-ﬁ-O( 1)

n2

(¢) En déduire que

A b—c—d 1
Wp41 — Wp = +a+n ¢ +O( )

&
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En déduire que la série Y (wn4+1 — wy,) converge si et seulement si A =c+d —a —b.
On pose désormais A = ¢+ d — a — b. Montrer que la suite (w,) est convergente.

Montrer qu’il existe une constante A > 0 telle que u,, ~ —-
n

)
)
)
)
3. Etudier la nature de la série de terme général u,, avec

1 /2n
Uy = ——
22n \ n
a) en utilisant 1’étude ci-dessus
b) & l'aide de la formule de Stirling et préciser la valeur de A.

Exercice B

Zln(u(_nlayz)

n>2

Soit > 0, on consideére la série numérique

On notera u,, le terme général de cette série.
1. Montrer la série E u, est une série alternée.
n>2

2. Déterminer un équivalent de w,, et en déduire que la suite (u,) converge vers 0.
Toto applique le théoréme de comparaison par équivalence : qu’en déduit -il 7 A-t-il raison 7

3. Montrer que > u, converge absolument si et seulement si a > 1.

RS T
n = no In 20 ndo

4. Démontrer que 1’on a

En déduire une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢, d pour que la série g U, SOit convergente.

PC



5. Montrer alors que si o > %, la série numérique > u,, est convergente.

6. On suppose que a < % Montrer que

-y 1
ne 2n2a

et conclure.

. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la série > u,, soit convergente et comparer avec le résultat

de Toto.

. La suite positive

(—1)"In (1 + (7%”)

est-elle décroissante ?

Fin



