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É˚tˇu`d`e `d`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn).

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(fn)n∈N `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl

fn(x) = xn

1. M`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(fn)n∈N `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t
¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[ `eˇt ¯p˚r`é´cˇi¯sfi`eˇrffl ¯sfi`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯sfi`o“m‹m`e ”n`o˘t´é´e S.
R`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´eˇrffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl S.
P̀eˇu˚t-`o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl S(−1) ?

2. P̀o˘u˚rffl x ∈]−, 1[, ¯p˚r`é´cˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e ¯p`a˚r˚tˇi`e¨l¨l´e

Sn(x) =

n
∑

k=0

fk(x) =

n
∑

k=0

xk

`a˚i‹n¯sfi˚iffl `qfi˚u`e ˜l´e ˚r`eṡfi˚t´e `dffl’`o˘r`d˚r`e n,
Rn(x) = S(x)− Sn(x)

O”nffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇr`affl Rn(x) =
xn+1

1−x
.

3. É˚tˇu`d`e `d`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.
(`affl) O”nffl ¯sfi`e ¯p˜l´a`c´e ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[.

L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl Rn `eṡfi˚t-`e¨l¨l´e ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[ ?
O”nffl ¯p`oşfi`e xn = 1− 1

n
. M`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e

Rn(xn) = n

(

1−
1

n

)n (

1−
1

n

)

∼
n

e

E”nffl `d`é´d˚u˚i˚r`e `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn) ”n`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯p`a¯s ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t
”vfleˇr¯s S ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[.
I”n˚tˇu˚i˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t, ˜l´e ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e `d`e ˜l´affl ”n`o“nffl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e ”v˘i`e›n˚t « `dffl’`o˘ùffl » ?

(˜b) O”nffl ¯sfi`e ¯p˜l´a`c´e ¯sfi˚u˚rffl [−a, a] `o˘ùffl 0 < a < 1.
M`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e

∀x ∈ [−a, a] , |Rn(x)| 6
an+1

1− a

E”nffl `d`é´d˚u˚i˚r`e `qfi˚u`e
‖ Rn ‖∞,[−a,a]6

an+1

1− a
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(˚i˜l ”y `affl `e›nffl ˜f´a˚i˚t `é´g´a˜lˇi˚t´é, ¯p`o˘u˚r`qfi˚u`o˘iffl ?) E”nffl `d`é´d˚u˚i˚r`e `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn)

`c´o“n‹vfleˇr`g´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl [−a, a].

4. É˚tˇu`d`e `d`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ”n`o˘r‹m`a˜l´e.

(`affl) O”nffl ¯sfi`e ¯p˜l´a`c´e ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[.
M`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `eˇt›n˚i`eˇrffl n, ‖ fn ‖∞,]−1,1[= 1.
E”nffl `d`é´d˚u˚i˚r`e `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn) ”n`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯p`a¯s ”n`o˘r‹m`a˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl
]− 1, 1[.

(˜b) O”nffl ¯sfi`e ¯p˜l´a`c´e ¯sfi˚u˚rffl [−a, a] `a‹vfle´c 0 < a < 1.
D`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`eˇrffl ‖ fn ‖∞,[−a,a]. E”nffl `d`é´d˚u˚i˚r`e `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn) `c´o“n‹vfleˇr`g´e
”n`o˘r‹m`a˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl [−a, a].
Q˚u`e ¯p`eˇu˚t-`o“nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚r`e ? (¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e ? ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇrffl-
`g´e›n`c´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e ?)
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É˚tˇu`d`e `d`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn).

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(fn)n∈N `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl

fn(x) = xn

1. M`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(fn)n∈N `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t
¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[ `eˇt ¯p˚r`é´cˇi¯sfi`eˇrffl ¯sfi`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯sfi`o“m‹m`e ”n`o˘t´é´e S.

S̀o˘i˚t x ∈ R, ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `g´é´o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e ”n˚u‹m`éˇr˚i`qfi˚u`e ∑

xn `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl
x ∈]− 1, 1[ `eˇt `o“nffl `affl

+∞
∑

n=0

xn =
1

1− x
= S(x)

A˚i‹n¯sfi˚iffl ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(fn)n∈N `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl ]−1, 1[

”vfleˇr¯s x 7→ 1
1−x

= S(x)·

R`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´eˇrffl ˜l´affl `c´o˘u˚r˜bfle `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl S.

bc

-1

1

1

1/2

P̀eˇu˚t-`o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl S(−1) ?

I`cˇiffl S `d`éṡfi˚i`g›n`e ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e `d`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e ∑

(fn)n∈N `d`é¨f›n˚i`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl ]−1, 1[,
`eˇt `d`o“n`c S(−1) ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `d`é¨fˇi‹n˚iffl.
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P̀a˚rffl `c´o“n˚tˇr`e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `e›nffl −1 `d`e x 7→ 1
1−x

`qfi˚u˚iffl ”vˆa˚u˚t 1
2
, ”m`a˚i¯s `a˚tˇt´e›n˚tˇi`o“nffl,

`c´e¨l´affl ”nffl’`affl ˚r˚i`e›nffl `àffl ”vˆo˘i˚rffl !
(I`cˇiffl ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl S ¯p`eˇu˚t ¯sfi`e ¯p˚r`o˝l´o“n`g´eˇrffl ¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `e›nffl −1 `eˇt ”m`ê›m`e `a˚uffl `d`e¨l´àffl
¯jˇu¯sfi`qfi˚u`e’`àffl −∞)

2. P̀o˘u˚rffl x ∈]−, 1[, `o“nffl `affl ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e ¯p`a˚r˚tˇi`e¨l¨l´e

Sn(x) =
n

∑

k=0

fk(x) =
n

∑

k=0

xk =
1− xn+1

1− x

`a˚i‹n¯sfi˚iffl `qfi˚u`e ˜l´e ˚r`eṡfi˚t´e `dffl’`o˘r`d˚r`e n,

Rn(x) = S(x)− Sn(x) =
1

1− x
−

1− xn+1

1− x
=

xn+1

1− x
.

3. É˚tˇu`d`e `d`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.
(`affl) O”nffl ¯sfi`e ¯p˜l´a`c´e ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[.

L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl Rn `eṡfi˚t-`e¨l¨l´e ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[ ? E˚t ˜b˘i`e›nffl ”n`o“nffl, ¯p˚u˚i¯sfi`qfi˚u`e Rn(x) ˚t´e›n`dffl
”vfleˇr¯s +∞ `e›nffl 1−. O”nffl ”n`e ¯p`eˇu˚t ¯p`a¯s `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl ‖ Rn ‖∞,]−1,1[. `c´e¨l´affl `e›m¯p`ê´c‚h`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇrffl-
`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e `d`e (Rn) ”vfleˇr¯s ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e (¯p`a˚rffl ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s
Rn ¯sfi`o“n˚t ˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t ˜bˆo˘r‹n`é´eṡ `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `dffl’˚u‹nffl `c´eˇr˚t´a˚i‹nffl ˚r`a‹n`g), `c’`eṡfi˚t `àffl `d˚i˚r`e `d`e (Sn)

”vfleˇr¯s S, `eˇt `d`o“n`c ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e `d`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

fn : `o“nffl
¯p`eˇu˚t ¯p˚r`é´cˇi¯sfi`eˇrffl ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˜f¨fˇi¯sfi`a‹n˚t´e `d`e ”n`o“nffl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e
˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e `é›n`o“n`c´é´e `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ¯p˜lˇu¯s `g´é›n`éˇr`a˜l´e `eˇt `d`o“n`c ¯p˜lˇu¯s ˚u‹n˚i‹vfleˇrffl-
¯sfi`e¨l¨l´e (¯p`a˚r˜f´o˘i¯s ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s Rn ¯sfi`o“n˚t ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜bˆo˘r‹n`é´eṡ ¯sfi`a‹n`q `qfi˚uffl’˚i˜l ”y `a˚i˚t `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e
˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e).

O”nffl ¯p`oşfi`e xn = 1− 1
n
. O”nffl `affl

Rn(xn) =

(

1− 1
n

)n+1

1−
(

1− 1
n

) = n

(

1−
1

n

)n(

1−
1

n

)

∼n

(

1−
1

n

)n

`eˇt `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e `a˚tˇt´e›n˚tˇi`o“nffl (˚r`a¯p¯p`e¨l . . .)
(

1−
1

n

)n

= en ln(1− 1

n
) = en(−

1

n
+o( 1

n
)) = e−1+o( 1

n
)−→

1

e

`eˇt `a˚i‹n¯sfi˚iffl
Rn(xn)∼

n

e

A˚i‹n¯sfi˚iffl ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn) ”n`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯p`a¯s ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t ”vfleˇr¯s S ¯sfi˚u˚rffl
]− 1, 1[ `c´a˚rffl ¯sfi˚i‹n`o“nffl, ¯p`a˚rffl ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, `o“nffl `d`e›v˘r`a˚i˚t `a‹vˆo˘i˚rffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t´e (xn)
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`d`e ]− 1, 1[, (Rn(xn)) `c´o“n‹vfleˇr`g´e´a‹n˚t ”vfleˇr¯s 0.

I”n˚tˇu˚i˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t, ˜l´e ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e `d`e ˜l´affl ”n`o“nffl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e ”v˘i`e›n˚t `d`e ˜l´affl ¯p˚r`o“xˇiffl-
”m˚i˚t´é `d`e xn `a‹vfle´c 1 (`qfi˚u˚iffl ˚r`e›n`dffl Rn ”n`o“nffl ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[).

(˜b) O”nffl ¯sfi`e ¯p˜l´a`c´e ¯sfi˚u˚rffl [−a, a] `o˘ùffl 0 < a < 1.
O”nffl `affl ¯sfi˚iffl x ∈ [−a, a], |x| 6 a `eˇt 1− x > 1− a > 0 `eˇt `a˚i‹n¯sfi˚iffl

|Rn(x)| =
|x|n+1

1− x
6

an+1

1− a

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e
‖ Rn ‖∞,[−a,a]6

an+1

1− a

I˜l ”y `affl `e›nffl ˜f´a˚i˚t `é´g´a˜lˇi˚t´é, `c´a˚rffl ¯p`o˘u˚rffl x = a, Rn(a) =
an+1

1−a
.

O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (

Rn∞,[−a,a]

) `qfi˚u˚iffl `c´o“n‹vfleˇr`g´e ”vfleˇr¯s 0 `eˇt `o“nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl
¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn) `c´o“n‹vfleˇr`g´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl [−a, a].

4. É˚tˇu`d`e `d`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ”n`o˘r‹m`a˜l´e.

(`affl) O”nffl ¯sfi`e ¯p˜l´a`c´e ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[.
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl n, `o“nffl `affl ¯sfi˚iffl x ∈] − 1, 1[, |fn(x)| = |x|n, `eˇt `a˚i‹n¯sfi˚iffl ‖ fn ‖∞,]−1,1[=

sup
x∈]−1,1[

|fn(x)| = 1.
C`o“m‹m`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e ”n˚u‹m`éˇr˚i`qfi˚u`e ∑

‖ fn ‖∞,]−1,1[, `o“nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e
˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn) ”n`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯p`a¯s ”n`o˘r‹m`a˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[.
(˜b) O”nffl ¯sfi`e ¯p˜l´a`c´e ¯sfi˚u˚rffl [−a, a] `a‹vfle´c 0 < a < 1.

O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s ‖ fn ‖∞,[−a,a]= an `eˇt `a˚i‹n¯sfi˚iffl ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e ”n˚u‹m`éˇr˚i`qfi˚u`e ∑

‖ fn ‖∞,]−1,1[=
∑

an

`c´o“n‹vfleˇr`g´e, `eˇt `d`o“n`c ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ∑

(xn) `c´o“n‹vfleˇr`g´e ”n`o˘r‹m`a˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl
[−a, a].
M`ê›m`e ¯sfi˚iffl `o“nffl ˜l´e ¯sfi`a˚i˚t `d`éj̇´àffl, `o“nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e ¯sfi˚u˚rffl ˚t´o˘u˚t
[−a− a], `eˇt `d`o“n`c ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl.

A˚tˇt´e›n˚tˇi`o“nffl, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t `a˚i‹n¯sfi˚iffl ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e ¯sfi˚u˚rffl ] − 1, 1[ (`c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e
`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e, `o“nffl ˜l´e ˚r`a¯p`e¨l¨l´e, ¯p`o˘i‹n˚t ¯p`a˚rffl ¯p`o˘i‹n˚t, ˜l´affl ”v˘i˚t´eṡfi¯sfi`e `d`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ¯p`eˇu˚t-
`êˇtˇr`e ˚tˇr`èṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e ¯sfi`e¨l´o“nffl ˜l´e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `d`e x) ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl ”m`a˚i¯s ¯sfi˚u˚r˚t´o˘u˚t ¯p`a¯s ˜l´affl
`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e (`qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ˚u‹n`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `g¨l´o˝bˆa˜l´e, ˜l´affl ”v˘i˚t´eṡfi¯sfi`e `d`e `c´o“n‹vfleˇrffl-
`g´e›n`c´e `eṡfi˚t `àffl ¯p`eˇuffl ¯p˚r`èṡ ˜l´affl ”m`ê›m`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ˜l´eṡ x) ¯sfi˚u˚rffl ]− 1, 1[ `qfi˚u˚iffl `c´o“m‹m`e `o“nffl ˜l„`affl
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”v˘uffl, `eṡfi˚t ˜f´a˚u¯sfi¯sfi`e.
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