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Quinzaine 3 du 12/10 au 06/11

Chapitre 2 : Suites et séries de fonctions

Suite de fonctions. Convergence simple d’une suite de fonctions (f,,) vers une fonction f sur un intervalle I
(ou éventuellement une réunion d’intervalles).

Exemples (*) des suites de fonctions (z — z"), (z +— ze™™), de la suite (fy)n>1 définie sur [0, +oo[ par

n’x z€[0,1]
fa@)=<2n—n’zx ze€ [%, %]
0 T = %

Représentations. Problématique de la convergence simple :

— la continuité n’est pas compatible avec la convergence simple.

— l’intégration sur un segment n’est pas compatible avec la convergence simple.

Convergence uniforme d’une suite de fonctions. La convergence uniforme entraine la convergence simple.
Introduction de la norme de la convergence uniforme sur I’espace des fonctions bornées a valeurs dans R ou
C et utilisation.

La suite de fonctions (fy,) converge uniformément vers f sur I si et seulement si la suite (|| fr, — f ||co.1)
converge vers 0.

Si (fn) converge uniformément vers f sur I, pour toute suite (ay) d’éléments de I, la suite (f(an) — f(an))
converge forcément vers zéro. Application a la non convergence uniforme.

Continuité de la limite d’une suite de fonctions : si (f,,) converge uniformément vers f sur I et si, pour tout
n (ou a partir d’un certain rang), f,, est continue sur I, alors f est continue sur I (interversion limite-limite).
Application a la non convergence uniforme.

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur tout segment de I ou d’autres intervalles adaptés a
la situation.

Interversion limite-intégrale sur un segment (*) : si une suite (f,,) de fonctions continues converge unifor-
mément vers f sur [a,b] alors

b
[ o= / Fnl8)

Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions (interversion limite-dérivée) :

si (f,) est une suite de fonctions de classe C! sur I qui converge simplement sur I vers f et telle que la suite
(f!) converge uniformément sur I vers h, alors f est de classe C! sur I et f' =h

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur tout segment de I ou d’autres intervalles adaptés a
la situation.

Extension aux fonctions de classe C*. Les étudiants peuvent appliquer dlrectement le theoreme concluant
au caractére CF de la hrmte sous I’hypothése de convergence simple des ( fn ) pour 0 < j < k—1etde

convergence uniforme de ( fn ) sur tout segment de I ou d’autres intervalles adaptés a la srcuatlon.
Remarques sur le fait que la connaissance dans les cas pratiques de la limite simple f nous exempte de
I’'utilisation de ces théoremes pour la continuité et dérivalibilité, mais que par contre, dans le cas des séries
de fonctions, la fonction somme sera le plus souvent inconnue et que ces théoremes dans leur version séries
de fonctions seront indispensables pour 1’étude des propriétés de la fonction somme.

Convergence simple, convergence uniforme, convergence normale d’une série de fonctions. Pour établir la
convergence normale de > f,, les étudiants doivent savoir utiliser une série numérique convergente »_ c,
majorante, c’est a dire telle que pour tout n, || fn |[co< .-

La convergence normale entraine la convergence uniforme (*). La convergence normale entraine la conver-
gence absolue en tout point.



Régularité de la somme d’une série de fonctions.

Continuité de la somme : si Y f, converge uniformément sur I et si, pour tout n, f, est continue sur I,
+o0o

alors Z fn est continue sur I.
n=0
Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur tout segment de I ou d’autres intervalles adaptés a la

situation.

Théoréme de la double limite : si ) f,, converge uniformément sur I de somme f et si pour tout n, f, admet

un limite ¢,, en a borne de I (éventuellement infinie), alors la série Z ¢y, converge et on a hm f(z Z ly,.
n=0

Exemples. Exemple ou on ne peut pas utiliser le théoréme de la double limite.
+0o0

- 1
Exemple des limites en 1 et en +oo de ((z) = Z - *).
n=1
Intégration terme a terme d’une série de fonctions : soit (f,) une suite de fonctions continues sur [a, b]. Si
la série > f,, converge uniformément sur [a, b] alors la série des intégrales est convergente et on a :

b +oo +oo b
|3 ftae = [ gl
@ n=0 n=0"79a

Dérivation terme & terme d’une série de fonctions : soit (f,,) est une suite de fonctions de classe C* sur I. Si
+0o0

la série > f,, converge simplement sur I et si la série Y f/ converge uniformément sur I, alors g fn est de

n=0
—+00

classe C! sur I et sa dérivée est E f. Adaptation au cas ot la convergence est uniforme sur tout segment

n=0
de I ou d’autres intervalles adaptés a la situation.

Extension aux fonctions de classe C*. Les étudiants peuvent appliquer directement un théoréme concluant au
caractére C* de la somme, avec la convergence simple des séries Z fT(Li) pour 0 <7 < k—1 et la convergence
n=0
uniforme (ou uniforme sur tout segment de I ou d’autres intervalles adaptés a la situation.
Extension aux fonctions de classe C*. Les étudiants peuvent appliquer directement un théoréme concluant
au caractere C* de la somme, avec la convergence simple des séries Z f,gi) pour 0 < ¢ < k —1 et la conver-
n=0

gence uniforme (ou uniforme sur tout segment de I ou d’autres intervalles adaptés a la situation) de Z f,(Lk)

n=0
S~ S~ (=0 =
Exemple des fonctions f(z Z " nZ:l — n(z) = nz:l s g(x) = z;) e

Utilisation du critere spécial des séries alternées pour la majoration en module d’un reste, du signe d’une
somme.

Questions de cours :
e Les énoncés des définitions, des théoremes.
o Les démonstrations marquées par (*).

e Les méthodes usuelles sur des exemples.
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