Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin

Devoir en temps libre °2

Exercice A

Soit (a, b, c,d) € (R*)* fixé, on considére une série numérique Z up, & termes strictement positifs telle que
n=0

vapr (0t a)(nth)
vneN, U,  (m+e)(n+d)

Un+1

1. Quelle est la limite de 7 Conclusion ?

Up
Et si on avait par exemple a =b=2,c=d=17

2. Soit A un réel, on pose pour tout entier n non nul, w, = In(n*u,).

1 n
Wpt1 — Wy, = Aln (1+) + In (u +1)
n U,

(b) Montrer que si u est un réel non nul, on a (avec un « grand O»)

(a) Montrer que

ln(n—l—u)zln(n)—i—Z-ﬁ-O( 1)

n2

(¢) En déduire que

A b—c—d 1
Wp41 — Wp = +a+n ¢ +O( )

&
(e
(f
(g

En déduire que la série Y (wn4+1 — wy,) converge si et seulement si A =c+d —a —b.
On pose désormais A = ¢+ d — a — b. Montrer que la suite (w,) est convergente.

Montrer qu’il existe une constante A > 0 telle que u,, ~ —-
n

)
)
)
)
3. Etudier la nature de la série de terme général u,, avec

1 /2n
Uy = ——
22n \ n
a) en utilisant 1’étude ci-dessus
b) & l'aide de la formule de Stirling et préciser la valeur de A.

Exercice B

Zln(u(_nlayz)

n>2

Soit > 0, on consideére la série numérique

On notera u,, le terme général de cette série.
1. Montrer la série E u, est une série alternée.
n>2

2. Déterminer un équivalent de w,, et en déduire que la suite (u,) converge vers 0.
Toto applique le théoréme de comparaison par équivalence : qu’en déduit -il 7 A-t-il raison 7

3. Montrer que > u, converge absolument si et seulement si a > 1.

RS T
n = no In 20 ndo

4. Démontrer que 1’on a

En déduire une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢, d pour que la série g U, SOit convergente.

PC



5. Montrer alors que si o > %, la série numérique > u,, est convergente.

6. On suppose que a < % Montrer que

-y 1
ne 2n2a

et conclure.

. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la série > u,, soit convergente et comparer avec le résultat

de Toto.

. La suite positive

(—1)"In (1 + (7%”)

est-elle décroissante ?

Fin
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Exercice A

1.

2.

Nous avons
Unt1  (n+a)(n+b) n?

U,  (n+e)n+d)  n?

et ainsi la limite est 1. Le critére de d’Alembert ne permet pas de conclure quoi que ce soit.

Par contre, sia = b =2 et ¢ = d = 1, on constate que > 1 et ainsi on peut en déduire que la limite est
en fait 17, et nous sommes dans un cas ou l'on peut tout de méme conclure que la série > u,, est grossiérement
divergente (et méme directement ici, sans le critére, la suite (u,) est croissante, strictement positive, donc ne

tend pas vers 0 d’ou la divergence grossieére).
(a) On a

Un 41
Un

Wn1 — Wy = In((n+ 1) upi1) — In(n uy,)
A
1
—n <”+ ) tin (“"“)
n Un,
1 Un+1
=Aln(l14+—)+In{——
n U,
(b) Soit u est un réel non nul, on a (avec un « grand O»), sachant que In(1 + x) = z + Qo (2?),

In(n +u) =In (n (1 + %))

:lnn—kln(l—l—g)
n

:1n(n)+Z+o(1>

n2

(¢) Ainsi,

1 n
Wpt1 — Wy = Aln <1 + > +In <u+1>
n Uy,

1
:/\ln<1—|—n>+ln(n+a)+ln(n—|—b)—1n(n—|—c)—ln(n—d)
A b—c—d 1
_ +a+n c +O<>

(d) Si A = ¢+ d—a— b, nous avons wyp+1 — w, = O (%), ce qui assure la convergence absolue, donc la

convergence de la série E Wyl — Wy

SiA#c+d—a—b, alors
Ad+a+b—c—d

n

Wp41 — Wy~

et par équivalence & un terme général de signe constant, on en déduit la divergence de la série E W1 — W

Donc la série Z Wp41 — Wy, est convergente si et seulement si A =c+d—a—0>.
(e) On pose désormais A = c+d —a — b. On a par télescopage

N

Sn = E W41 — Wp = WN41 — Wo
n=0

et comme la série Z Wp41 — Wy, est convergente, on en déduit que (Sx) admet une limite, et donc (W 41)
aussi et donc (wy) aussi. On note L cette limite.
(f) Ainsi on a
In(n*u,) — L nMu, — el = A>0

A

et ainsi u,, ~ —-
n



(g) Par comparaison (termes positifs), la série Zun est donc convergente si et seulement si A > 1 c’est a dire
si et seulement si c+d >a+ b+ 1.

3. a) Nous avons ici

Uni1 (2n + 2)1227n!n! (2n+2)2n+1) (n+1)(n+1/2)

Uy 22P22n)!(n+ 1D)!(n+1)!  4n+Dn+1) (n+1)(n+1)

et ainsi ici,onac+d—a—b=14+1—-1-1/2=1/2 d’ou la divergence de la série > u,.

b) Avec la formule de Stirling, nous avons

1 (2n)!
n!)2
1 VAmrne 2" (2n)*"
22n Amrne—2nnp2n

1 1

RV

d’oti la divergence de la série > u,, mais aussi on retrouve A = % et on dispose de la valeur exacte de A qui est
1
A=—.
T

Un = 922n

—~

Exercice B

Soit a > 0, on consideére la série numérique

Zln(H

n>=2

<—3")

On notera u,, le terme général de cette série.

1. On sait que In(1 + z) est du signe de z. Ainsi

—1)»
w1+ C1)
n
est du signe de (G2

n
——- Donc la série E u, est une série alternée.
n>=2

. On sait que In(1 4+ z) ~g 2 et donc puisque (7”1&)” tend vers 0 si n tend vers 400, on a

In (1 - (—1)") ~

ne n<

Toto applique le théoreme de comparaison par équivalence : il obtient que la série est de méme nature que la

série .
>y
nOt

n>2

qui est convergente par application du critére spécial des séries alternées sachant que cette nouvelle série est bien
alternée et que son terme général pris en valeur absolue n% tend vers 0 en décroissant. Il en déduit alors que la

série 1y
> In <1 + (=1 )
n(X

n>2

converge toujours si a > 0.
Toto a raison...ner de travers, I’équivalence du terme général n’étant pas applicable en général lorsque les termes
des séries ne sont pas de signe contant (& partir d’aucun rang).
. Ona
1
|t | ~ ne

et ainsi Y u, converge absolument si et seulement si a > 1.



4. Pour préciser la nature de notre série initiale, on effectue un développement asymptotique : on a puisque

2

In(l+z)=2-— % +0(z?)

un:m(1+(_?n>

n

R
T pe In2a n3a

—1)" 1
un = a) +O<za>
n n

- - (=1)" 1 . I s

Or les deux séries numériques E —— et E —5 sont convergentes, la premiere par application du critére
n n

spécial et la seconde comme série de Riemann convergent et ainsi dans ce cas, la série numérique Y u, est

convergente.

5. Sia> %,onaen fait

6. On suppose que a < % On a alors

(—1)" Lo (2 L
un —_ = —— —_— ~ ——
no 2n2a no 2n2e

Et ici, par comparaison a une série de Riemann divergente, a termes de signe constant, on obtient que la série

5 (- 5)

—1)"
>

est divergente, et ainsi comme la série

est convergente, la série Y u,, diverge forcément.
7. On en déduit que la série est convergente si et seulement si o > % Hum, que dire de Toto ...

8. Elle ne peut donc pas étre décroissante, et a partir d’aucun rang, car sinon on pourrait appliquer le critére spécial

des séries alternées et on aurait la série (1)
—1
In{1
2 ( T )

n=2

convergente, ce qui n’est pas le cas (o = 1/2).

(=D
NG

C’est donc inutile, mais on peut regarder dans le détail. On pose a, = (—1)"In (1 + ) On regarde le

passage indice pair a indice impair :

1 1
Qoptr1 S Aoy <— —In|{l—-—— | <In|{14+ —
et ? < \/2n+l> ( \/Qn)

1 1
= ————— <14+ —
1= To v2n

V2n+1 <\/ﬁ+1
Vn+1—-1 " 2n
V2n+1V2n < (V2 + 1) (V2 + 1 - 1)
0<V2n+1-vV2n—1

1

1< ———
V2n+14++v2n

ce qui est faux dés que n > 1. La suite (a,) «remonte» une fois sur deux.

1111



On peut aussi étudier le passage indice impair a indice pair :

1 1
a <a <— Ihn|{l+ —=)<-In(l—- —
a2 s Tendtd ( 2n+2> ( m)
1 1

VanTz S 1- i
\/271——1—2+1< V2n+1
Von+2 n+1-1
(V2n+2+1)(V2n+1-1)<V2n+2vV2n+1
V2n+1-vV2n+2-1<0

1 <
Von+1++2n+2

1+

!

I

ce qui toujours vrai.

On peut tracer la suite :




