Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin — PC

Devoir n°3

L objectif de ce probleme n’est pas la résolution compléte des équations différentielles proposées, mais
I’étude de certaines de leurs solutions définies sur différents intervalles.

On rappelle qu’on appelle solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 sur un intervalle I,
toute application y, définie sur I et deux fois dérivables sur I, vérifiant [’équation différentielle pour
tout x de I.

Soit p € N, on s’intéresse aux équations différentielles
(Ey) 2y +ay + (2% = p*)y =0

et
(E)) 2*2"+x(2p+1)7 +2°2=0

1. Soient y et z deux fonctions définies sur R, vérifiant la relation
Ve e R, y(z) = aPz(x)

Montrer que y est solution de (E,) sur |0, +oo[ (respectivement | — 0o, 0] si et seulement si z
est solution de (£;) sur ]0, +oo] (respectivement | — oo, 0[).

2. Soit Z a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. On note z(x) sa somme.
n=0
(a) Etablir les relations que doivent vérifier les coefficients a,, de la série entidre pour que z
soit solution de (E,) sur | — R, RJ.
(b) Vérifier que 'on a : Vn € N, ag,11 = 0, et exprimer les coefficients ay, en fonction de n,
du parametre p et de ag.

(c) Démontrer que le rayon de convergence de la série entiere déterminée précédemment vaut
R = +o0.
3. Démontrer que pour toute valeur donnée a ay € R, la série

—1)"p!
Z ( )p anZn

~ 22npl(n + p)!

est solution de (£]) sur R.

4. On consideére la série entiere

Z (=" R
22ntprpl(n + p)!

n=0

(a) ATaide de la question 3), justifier que le rayon de convergence de cette série vaut R = 400.
On note désormais J, la somme de cette série vérifiant donc

400
o TN\P (_1)n 2n

n=0



(b) Déduire des questions 1) et 3) que J, est une solution de (E,) sur | — 0o, 0[ et sur |0, 4+o0].
(c) Expliquez pourquoi J, est de classe C* sur R.
(d) Montrer que J, est une solution de (£,) sur R; on pourra distinguer le cas p = 0.

5. Démontrer la relation suivante :

Vp e N, Vo e R*, J,ii(z) = — J(z).

Fin



Devoir en temps libre : correction Lycée Jean Perrin
PC
1. Soient y et z deux fonctions définies sur R, vérifiant la relation

Ve e R, y(x) = 2Pz(x)

et I l'intervalle |0, +o00] ou | — 00, 0[. On a alors y deux fois dérivable sur [ si et seulement si
z deux fois dérivable sur I par opération puisque que sur I on a

y=1alz < z=2""y
On a alors
y' () = paP~la(x) + a2 (x)  y'(2) = plp — DaP%x(2) + 2paP T2 (2) + 2P (x)
Alors y est solution de (E,) sur I si et seulement si
2 (p(p — D)aP2z(x) + 2paP 12 (z) + 272" () + x(pa? ' 2(x) + 222/ (1)) + (2% — p?)aPz(x) = 0
soit en simplifiant et en divisant par zP*!
z2"(z) + 2p+ 1) (x) + z2(x) =0

si et seulement si z est solution de (E;) sur 1.

2. Soit E a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. On note z(x) sa somme.

n=0
(a) La fonction z est de classe C*° sur | — R, R[ et on a
+o0o +oo
2 (x) = Znan:v”_l Z(x) = Z n(n —1)a,z" 2
n=0 n=0
La série enticre z est solution de (E)) sur | — R, B[ si et seulement si
400 +o00 +o00
Zn(n —Dayz" + (2p+1) Z na,z" + Z ap"t? =0
n=0 n=0 n=0
soit encore
+oo +oo +oo
Z n(n —1a,z" + (2p+ 1) Z na,z" + Z p_or” =0=0

soit les conditions par unicité des coefficients d’un développement en série entiere

(2p+1)a; =0
Yn>=2,a,(n(n—1)4+2p+1)n)+a,—2=0

soit encore

CL1:O
Vn =2, na,(n+2p) + a,—2 =0

ce qui donne les conditions

a1:O
v”>27an:_%;2

n(n+2p)



soit par itération (vérifiable par récurrence)

_ __ (=1)"p!
Vn €N, agq1 =0 A2pn = mao

que 'on obtient en écrivant

|

on(2n + 2p) "
1

2n(2n — 2)(2n — 2 — 2p) 2!

Aop = — 2n—2

_ (=1)(=1)--- .
2n(2n —2)--- (2n +2p)2n —2—2p) -+

_ (=1)(=1)---(=1) "
m(2n —2)---22n+2p)(2n —2—2p)---2+2p *

(="

— a
212" (n+p)(n —1+p)- (L+p) "
_ =Dy
= —————qy
22npl(n + p)!
Lorsque ag = 0, la fonction z est nulle de rayon infini.
Lorsque ag # 0,
+o0
z(x) = Z Agn 2"
n=0
avec pour x # 0,
Gz V| ! 2> — 0
A2n T2 2n+1)(n+p+1)

et ainsi la série converge; le rayon est infini.

3. Ainsi pour toute valeur donnée a ag € R, la série
3 (=1)"p! a2
~ 22npl(n + p)!

de rayon infinie est solution de (£]) sur R.

4. On consideére la série entiere

Z (=" L2t
22ntppl(n + p)!

n=0
(a) Pour tout z réel, on peut définir
+o0 n
3 (D)™
= 2>"nl(n + p)!

et donc aussi (p! est une constante)



soit

+o0 n
§ : (_1) x2n+p
2n+py | |
=2 Pnl(n + p)!

qui possede donc un rayon infini. On note désormais .J, la somme de cette série vérifiant
donc

+00 +o0

T\P (=n" (=1rp! 2
R’ = (—) N T 2n — P N ) = 2n
v e Tp(@) 2 Z 22npl(n —|—p)!x * Z 22rnl(n 4+ p)! p! v

n=0 n=0

(b) Avec ag = % (on peut aussi invoquer la linéarité) on en déduit des questions 1) et 3) que
J,, est une solution de (E,) sur | — 0o, 0[ et sur |0, 4o0].
(c) La fonction J, est de classe C* sur R sur R puisqu’il s’agit d’une série entiere de rayon
infini.
d) On sait pour l'instant que .J, est solution sur | — 0o, 0| et sur |0, +o0| et qu’elle est deux
b q P q

fois dérivable sur R.
Sip>1,ona J,(0) =0 et ainsi équation 2%y” + xy’ + (22 — p*)y = 0 est vrai en 0.

Si p = 0, I'équation est x?y” +zy'+ %y = 0, vraie aussi pour x = 0 (méme si ici Jo(0) = 1).

Ainsi la fonction J, est une solution de (E,) sur R tout entier.
5. On a

T@) =Y s g

2n+pp | |
=2 n!(n + p)!
et ainsi par dérivation terme a terme
+oo

JI/)(I) _ Z (_1)71(2” +p) 2n+p—1

22ntrpl(n + p)!x

n=0
et ainsi

1 X (=1)"(2n + p)
! _ 2n+4p
o) = x Z 22ntppl(n —|—p)!$

n=0

1 <X (=1)"2n
= PO 2 i i
1

! & (et
1 2(n+1)+p—1)
P () + ;} 22n+24p(p 4+ 1)l(n + 1 —i—p)!x

2n+p—1

_ 1 J — (_1)n 2n+p+1
= Ph(@) = nzzo 22 tr+inl(n + 1+ p)!

= p(e) =y (®)

Ainsi nous avons la relation :

VpEN, Wz e R, Ji(x) = P2 i



