Devoir surveillé Lycée Jean Perrin
PC

Devoir surveillé n°4

3 heures
Echauffement
On pose f(x) = —_—.
“—~ (2n+1)!

1. Montrer que f est définie sur R et de classe C*°. Que vaut f(0)?

1
2. Montrer que si z > 0, f(z) = —=sh(y/x).
T

VT

3. Donner une expression a ’aide de fonctions usuelles de f(z) pour x < 0.

Exercice 1

On consideére la suite (a,)nen définie par ag = 1 et la relation de récurrence
any1 = 2a, + 2" (F)

On donne deux méthodes pour calculer a,, en fonction de n.

Qp, . P . ..

1. En posant ¢, = ~, trouver une relation entre ¢, et ¢,. En déduire une expression explicite
de ¢, en fonction de n puis une expression explicite de a,, en fonction de n.

2. Attention : on suppose ici ne pas connaitre la valeur de a, obtenue dans la question

précédente. On introduit la série entiere E ap,x", de rayon R, et on pose
n=0

+oo
f(z) = Z apx".
n=0

(a) Montrer que (a,) est une suite de réels strictement positifs.

(b) Sachant que a,,; = 2", montrer que R < %

c¢) En utilisant la relation montrer que si |z| < 3, alors

(c) En utilisant la relation (E), trer que si [z| < 3, al
flz) -1 1

T _Qf(x)+1—2x

(d) En déduire une expression explicite de f(z) en fonction de z. On trouvera

1 . T
S 1-22 (1-21)%

/()

(e) Retrouver 'expression explicite de a,, en fonction de n.

(f) Quel est I'intérét méthodologique de la seconde méthode ?
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Exercice 11

On considere ’équation différentielle

vy’ (z) + (1 —2)y'(x) = Ay =0 (E)

ol A désigne un parametre réel.
“+o0o
1. On suppose que S(z) = E a,x" est une série entiere de rayon de convergence strictement

n=0

positif, solution de (£). Montrer que

n+ A
YneN, a1 = ——a,
i (n+1)?
Montrer par récurrence que
n—1
[Jx+k)
k=0

~ (nl)?
avec la convention qu'un produit vide vaut 1.

+oo
2. Réciproquement, on considere la série entiere la série entiere fy(z) = g a,x" avec (ay) la

n=0
suite définie par

(avec donc ag = 1) de rayon R.
(a) Préciser Ry et fy pour A € {1,0,—1,—2}.

(b) Pour quelles valeurs de A la fonction fy est-elle une fonction polynéme ? Préciser son degré
en fonction de A et son coefficient de plus haut degré (coefficient dominant).

(c) Lorsque \ est différent des valeurs obtenues dans la question précédente, quel est le rayon
de convergence R) 7

3. Soit b € R. Montrer que I’équation (F) admet une unique solution développable en série

entiere sur R, prenant la valeur b en 0. On précisera ’écriture générale de la série entiere
solution.

Exercice 111

1. (a) Rappeler la définition de la fonction Arctan, ainsi que son tableau de variation et sa dérivée.
Justifier que pour tout réel x, on a

Vr € R, | Arctan(z)| < |z|.
(b) Etudier et représenter la fonction g : }—g, g [ U ] g, 3% [ — R définie par
g(x) = Arctan(tan(x)).

(c) Pour z > 0, soit ¢ (z) = Arctan(z) + Arctan(1/x). Calculer la dérivée ¢'(z).
En déduire une relation entre Arctan(z) et Arctan(1/z) pour x > 0.
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(d) Déterminer le développement en série entiere de la fonction Arctan sur | — 1,1][.

2. On considere la fonction h définie par h(0) = 1 et pour tout réel x # 0,

h(z)

(a) Justifier que pour tout = € [—1,1], on a

 Arctan(r)
=—

+0o 2n

M) = 30

n=0

On traitera le cas |x| < 1 et on étendra le résultat au cas |x| = 1, en utilisant un argument

a préciser sur la continuité sur [—1,1] de la somme de la série de fonctions.

(b) Justifier que h est de classe C* sur R (on raisonnera sur | — 1, 1] puis sur R.)
¥ Arctan(t
5. Soit () = [ 2l
0
(a) Montrer que H est bien définie et est de classe C! sur R ; préciser H'.
(b) Trouver une relation entre H(z) et G(xz) = H(1/z) pour x > 0.

Pour cela, on pourra utiliser G'.

(¢) Soit f(x) = 2% pour £ 0 et f(0) = 1.

T

dt pour x € R.

Montrer que f est développable en série entiére sur [—1, 1], et que f est de classe C* sur

R.
(d) Donner une relation entre f(z) et f(1/x) pour x > 0.

Exercice IV : Théoréme de Liouville

On se propose de démontrer le théoréme de Liouville! : étant donnée une fonction entitre, c’est a
dire une fonction f : C — C développable en série entiere de rayon +oo, si f est bornée, alors f est
constante (généralisation du résultat classique suivant : un polynéme réel ou complexe bornée est

constant).

On considere donc une série entiere E a,z" de rayon infini, et on pose pour tout complexe z,
n=>0

+oo
f(z) = Z an 2"
n=0

1. Montrer que, pour tout n et p entiers naturels

27 .
/ ei(n—p)GdQ _ {0 S% n 7é p
0 21  sinon

2. Soit 7 € R* et p entier, on considére I'intégrale

1 27

D T o _
Pooon ),

f (rew) e Pd¢

et la série de fonctions Z fn avec
n=0
fa(0) = aprein—r)?

1. le théoréme de Liouville permet (c’est une des preuves possibles) de démontrer le théoréeme de Gauss
polynéme complexe non constant admet au moins une racine complexe.

: tout



(a) Montrer que la série de fonctions Z fn converge normalement sur [0, 27].

n=0
(b) En déduire que
I, = apr?

3. Montrer que si f est bornée, par B, alors |I,,| < B pour tout r € RT et p entier et en déduire
que f est constante.

Fin



Devoir surveillé 4 : correction

Lycée Jean Perrin

PC

Echauffement

1. Montrer que f est définie sur R et de classe C*. On a f(0) =

2. Soit x > 0, on a

2n+1

f(w)=2(<‘/_ = 22n+n1+ - L.

3. Soit x <0, —x > 0, et

PR e e OV

DM (y=)™ ! sin(v/—x).

(2n +1)!

1. On pose ¢, = 5%, on a

et ainsi

(2n + 1)! \/—_xz 2n+1) V=

Exercice 1

An+1 a, 1

avec ¢g = 1. D’ou (suite arithmétique)

et ainsi a,, = 2"¢, = (n +2)2" 1.

ontt gn 3

1

Cn+1zcn+§
n

n — 5 1
c 2—1—

2. On introduit la série entiere Z ap,x", de rayon R, et on pose

n=0

(a) Onasin>1,0<a,>2""
(b) Si |z| < 3, alors

d’ou

—+00
ZanJrlanrl =2z f(z) + -
n=0

; or la série entiere ) 2" 2" est de rayon 3, et ainsi R > 1.

Appr1 2" = 2za,a" + 222"

1—2x

soit encore sachant que ag =1,

et ainsi si x # 0,

T

Fla) =1 = 20f(a) +

IO g pay+ L

T 1—2x




(¢) On a alors

x
1-2 =1
(1= 20)f(x) = 14+ -
et donc ]
x
J@) =5, o
(d) Ainsi sachant que
1\ 2
1-22)  (1-—2x)2
nous avons
400 T +00 +oo +o0
f(z) = Z(Zx)" + 5 Z n2"x" ! = 2(295)" + Z n2" "
n=0 n=0 n=0 n=0

+oo
= Z(n +2)2n g
n=0

et ainsi pour tout entier n, on retrouve (unicité du développement en série entiere)
an = (n+2)2"!

(e) La seconde méthode est plus compliquée sur cet exemple, mais c¢’est une méthode qui est
généralisable a d’autres situations analogues.

Exercice 11

. La fonction S est alors de classe C* sur | — R, R, et on peut dériver terme & terme et ainsi

“+oo “+o0o +oo
S'(x) = Z na,x" = Znanx"’l = Z(n + Dapz"
n=0 n=1 n=0
et
+oo
S"(x) = Z n(n + 1)ap 2™ "
n=0
Comme S solution sur | — R, R[, nous avons sur | — R, R|,

zS"(x) + S'(x) — xS () — AS(x) =0

soit en remplacant

+oo +00 +oo +oo
Z n(n+ 1)ap12™ + Z(n + Day2" — Z na,x" — \ Z apx’” =0
n=0 n=0 n=0 n=0

et ainsi par unicité du développement en série entiére, on obtient
VneN, (n+ 1%, — (A +n)a, =0

soit encore
(A+n)

2an

VnEN,anH:m



On procede alors par récurrence sur n pour vérifier la formule donnée par I’énoncé : elle est
vraie au rang 0, avec la convention du produit vide. Si elle est vraie au rang n, alors

n—1 n
A+n) [J+E) JJ+k)
- A+n 0 = k=0 _ k=0
T 12t (n+ 1)2(n!)2 [(n+1)!)2
ce qui acheve la récurrence.
2.(a) SiA=0,0u A= —1, ou A = =2, les coefficients a,, deviennent nuls a partir d’un certain

rang (respectivement 1,2 et 3) et ainsi Ry = +o0.

Si A =1, les coefficients a,, sont tous strictement positifs et comme

An+1 . n+>\
a,  (n+1)?2

on en déduit que Ry = +o0.

Pour A = 0, nous avons ag = 1 et sin > 1, a, = 0 et ainsi fo(x) = 1.

Pour A\ =—-1,ap=1,a1=—1,as =a3=---=0et ainsi f1(z) =1—=x.

Pour A\=-2,a90=1,a1=-2, a2 =13, a3 =as=---=0et ainsi f_1(z) =1— 2z + 2%

Pour A =1, nous avons ag = 1, et sin > 1,

et ainsi

(on peut vérifier facilement qu’il s’agit bien d’une solution de (F)).

(b) La remarque précédente se généralise : les coefficients a,, s’annulent & partir d'un certain
rang si et seulement si A € Z_, ce qui correspond a la condition nécessaire et suffisante

pour que la fonction f soit un polynome ; on obtient que ce polynéme est de degré n = —\
avec
n—1
[[(-n+k)
- -y
(n!)? n!

(c¢) Dans le cas contraire, les coefficients a,, sont tous strictement positifs et on a

An+1 n —+ A
- —
an (n+1)2

on en déduit que Ry = +oc.



3. Dans la question 1., nous obtenons en fait en remontant les calculs, combiné au fait que la série
entiére obtenue est de rayon infini que nous avons des solutions de (F) sur R tout entier, que
ap = 1 ou autre valeur. Nous avons donc déterminé toutes les solutions de (E) développables
en séries entieres. Ainsi la seule solution de (E) développable en série entiére prenant la valeur
b en zéro est la fonction définie sur R par

+oo
Hulz) = bz anx"
n=0

avec

=S

Exercice I11

1. (a) La fonction Arctan est par définition la réciproque de la fonction tan vue comme bijection

continue strictement croissante de ]—’—zr, g[ sur R. On donne ses variations

x —00 0 —+00

Arctan’(z) + 1 +

ArCtaD //

1 1 !
v E R ’ A t / — — =
x rctan’ () tan’(Arctanz) 1+ tan?(Arctanz) 1+ 22

s
2

ol

et on a

e On pose f(z) = Arctan(z) — x sur R. La fonction f est dérivable sur R avec

1 x?

:1+x2 -

f'(x)

Ainsi la fonction f est strictement décroissante, et comme f(0) = 0, on obtient que :
—siz >0, (0<)Arctan(z) < z

—siz <0, (0>)Arctan(z) > = (on peut aussi utiliser le caractére impaire de f).
On peut alors conclure que

I

Vo e R, | Arctan(z)| < |z|.

e On peut aussi utiliser le théoreme des accroissements finis sur [0, z] pour z > 0, puis le
caractere impaire de la fonction f.

(b) Size|-2,Z[,ona

e g(x) = Arctan(tan(z)) =z

et sixe]g,%’r[, on a
g(x) = Arctan(tan(z)) = Arctan(tan(z — 7)) =z — 7

puisque r — T € }—g, 5 [ On peut donner ainsi la représentation de g :
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NE

|
w3
—— as-——==

(c) On a ¢ dérivable par opérations (somme et composée), et si x > 0,

IS SR VR I
1422 g2 1+5_1+x2 2241

V' (x) 0

Ainsi la fonction 9 est constante sur U'intervalle |0, +oo[. On détermine cette constante
avec

(1) = 2 Arctan(l) = g

Ainsi

1
Vo >0, Arctan(z) + Arctan (—) = g
x

(d) Pour x €] — 1,1], on rappelle que

1 o=
1—m:nzzox

puis
1 <
1+ - Z(_l)nx"
n=0

puis puisque 22 € [0,1]

1 Ry
n,_.2n
=Y (-
1+z o

que l'on integre terme a terme sur | — 1, 1] (légitime pour une série entiere)
oo 2n+1
x
Arct = —1)"
rctan(z) ;( ) T 1
2.(a) Size|—1,1[,z #0,0on a
1 I= g2l T 22n
hz) == ()"0 2 (=" o=
x; (2n+1); (2n+1)
Pour z =0, h(0) =1 et la somme donne aussi 1.
On étudie maintenant le comportement aux extrémités. Pour # = &1, on a déja h(z) = .
xQn
O ideére la série de foncti 1)
n considere la série de fonctions Z( ) Gn 1)

n=0
2n

Pour tout x € [—1,1], la suite <2fl n ) est décroissante comme produit de deux termes
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positifs décroissants, et converge vers 0. Ainsi d’apres le critere spéciale des séries alternées,

2n
la série numérique Z(—l)"@—+1) converge et de plus on a une majoration du reste (par
n
n=0

la valeur absolue du premier terme qui défini le reste)

+0o N 22k 222 1
[Fon () k:ZnH( Vo | S e Swmis

Ainsi || R, ||co,[~1,1) converge vers 0 et donc la série de fonctions converge uniformément
sur [—1, 1] vers sa somme S, qui est donc continue puisqu’il s’agit d’une série de fonctions
continues.

Or S coincide avec h sur | — 1, 1[. Par continuité en 1 et -1 pour h, et 1~ et —17 pour S,
on a donc h(—1) = S(—1) et h(1) = S(1). Ainsi
+0oo x2n
1,1 L N -

Sur | — 1,1, h étant la somme d’une série entiere, elle est de classe C*.
Sur R*, h est le rapport de deux fonctions de classe C*°, donc est aussi de classe C*°. Ainsi
h est de classe C* sur R.

Comme la fonction h est continue sur R, la fonction H est la primitive de h qui s’annule
en 0. Elle est donc dérivable de dérivée h continue et ainsi H est de classe Ct, avec H' = h.

Soit x > 0,
1\ —1 1 1 1
Gz)=7f (E) 5 = —;xArctan; = (g - Arctana:) = H'(z) — %
que l'on integre en ajustant la constante d’intégration avec le fait que G(1) = H(1)
G(z) = H(z) — — In(z)

et ainsi

Comme
+0o xQn

avec une convergence uniforme, par intégration

+oo 2l
n=0
puis pour z # 0
+oo r2n
n=0
vraie aussi si n = 0.
Ainsi f est développable en série entiere sur [—1, 1] et ainsi de classe C* sur | — 1, 1[. Or

f est de classe C* sur R* par opérations sachant que H' = h de classe C*.
Ainsi la fonction f est de classe C* sur R.
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(d) Soit x > 0, on a

1 1
f (—) =axH (—> =axH(z) — gmlnm =22 f(z) — gzlnﬂt
Exercice IV

1. Soient n et p deux entiers naturels, nous avons si n # p

27 1 2
/ el(n=p)f g — [ ei(np)H}
0 Z(Tl - p) 0

1 )
= — l(n_p)zﬂ- — =
i(n —p) (e 1)=0

2 ] 27
/ el gy = / 1d0 = 27
0 0

27 : _
/ i) g _ {0 Sin=p
0 21 sinon

2. (a) Soit 8§ € [0, 27], nous avons

et sin =p,

Ainsi

|[Fn(0)] = lan|r"
et ainsi || f [[jo2x= |an|r™. Or comme la série entiere Zanz” est de rayon infini, la

série numérique Y a,r" est absolument convergente, et donc on en déduit que la série
numérique Y || fn [|o,2x est convergente. Ainsi la série de fonctions ) f, est normalement
convergente sur [0, 27].

(b) Comme nous avons une série de fonctions continues sur [0, 27|, qui converge donc unifor-
mément, nous pouvons intégrer terme a terme et ainsi

1 21

I

_ 0\ —pb
=5 f(re )e do

2w 100

Zan n i(n—p)@de

+oo
an / zn p@de

— p
= Qpr

3. On suppose que la fonction f est bornée, par B. Alors si r € R et p entier, on a
1 2
|1, | < %/0 Bdf =B
et ainsi |a,r?| < B. Si nous prenons p > 1, r > 0, nous avons alors

|ap| <

et en faisant tendre r vers +oo, on en déduit que a, = 0. Ainsi f(z) = a¢ sur C et donc
finalement la fonction f est bien constante.
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