Devoir surveillé Lycée Jean Perrin

Devoir surveillé n°6

3 heures

Exercice 1

PC

On considere une variable aléatoire N, a valeur dans N, telle que il existe un réel a < 1 et un réel b

de sorte que : P(N =0) # 1 et
Vk € N*, P(N = k) = (a+%)IP’(N:k:—1).

On dit que N suit une loi de Panjer. On note pr = P(N = k) de sorte que

b
Vk € N* , Pk = (a+ E) Pk—1-
On suppose de plus que 0 < a < 1 et % > (0. On pose a = —aT*b. On pose aussi f la fonction

Vo € [0,1], f(z) = po(1 — ax)®.

a—k

—_

. Montrer que pour tout entier k, sur [0, 1], f*(z) = klpp(1 — ax)

2. En déduire, a I'aide de la formule de Lagrange avec reste intégral que pour tout entier n,

flz) = Zpkxk + (n+1)ppia /;(1 —at)* "N x —t)"dt.

k=0

f:att < 1 puis montrer que pour tout entier n,

3. Vérifier que pour tout ¢ € [0, z],

0 < / (1 —at)* " Mo —t)"dt < / (1 —at)*"'dt.
0 0

(n+1)pni1
npn

5. En déduire que la fonction génératrice Gy de N vérifie G(x) = po(1 — az)®.

4. Montrer que — a. Que peut-on en déduire ?

6. En calculant G(1), exprimer p, a 'aide de a, b et a.
7. La variable aléatoire N admet-elle une espérance finie ? Si oui, quelle est sa valeur ?

8. En montrant directement que si m > 1,

Zm:kP(N — k) = aml(k + PN =k) + bmzllP’(N = k)

retrouver le résultat précédent.



Exercice 11

Soit X une variable aléatoire discréte réelle admettant un moment d’ordre 2, c’est a dire telle que X>
est d’espérance finie. On considére une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes discretes
n

réelles de méme loi que X et on pose S, = Z Xy pour n > 1.
k=1
1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Montrer que si 0 > 0, et n € N*,

V(X)
no?

B(|S, — nE(X)| > nd) <

3. Soit u et v deux réels de sorte que u < E(X) < v, on pose § = min(v — E(X), E(X) — u).
(a) Montrer que (nu < S,, < nv) D (|S, — nE(X)| < nd). On pourra s’aider d'un dessin.
(b) En déduire la limite lorsque n tend vers +oo de P(nu < S, < nv).

Exercice 111

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, 4, P) et

mutuellement indépendantes. On admet que dans ce cas, pour tout n > 2, Xy +--- + X, et X,, 14

sont indépendantes (lemme des coalitions)

On suppose de plus que, pour tout n € N*, X, suit la loi de Poisson de parametre 1.

On rappelle que si X est une variable aléatoire définie sur (€2, .4, P) et qui suit une loi de Poisson de
)\k

-2

parametre A, alors X (€2) = N et pour tout entier £k € N, P(X = k) = 0

“ S, —n
On pose, pour tout n € N*, 5, = ZXk et S; = NG
n

1. (a) Montrer que S, suit une loi de Poisson de parameétre n et en déduire son espérance et sa
variance.

(b) Déterminer l'espérance et la variance de S.
(c) Montrer que pour tout n € N*, P(S; <0) =e™" Z ik

2. Soient r € N, I un intervalle de R et (a,b) € I?. On rappelle que si f est une fonction de classe
C™! sur I, alors on a :

Z f k) / f(r-‘rl )Tdt.

Montrer que, pour tout n € N*, on a :

k=0
3. (a) Montrer que P(S: <0)=1-— /n e;'tndt.
(b) Etablir que, pour tout n € N*, 0
nt1 e+l it
P(S; <0)—=P(5,,,<0) = /n e_tmdt - 6_”m-



(¢) En déduire que la suite (P(S} < 0)),en+ est une suite décroissante qui converge vers une

limite ¢ € [0, 1. On pourra étudier ¢ — e~ ‘"1 sur RT.

(d) Proposer une méthode numérique et une méthode probabiliste pour conjecturer la valeur
de £. Quels sont les avantages et les inconvénients respectifs de ces deux méthodes ?

4. Pour n € N*, on note Gg, la fonction génératrice de .S,,. On rappelle que, pour tout ¢t € R,
+oo
Gs, (1) = E(t™) = > P(S, = k)t",
k=0

(a) Donner, pour tous n € N* et ¢ € R, une expression simple de Gg, (t).

(b) Vérifier que, pour tous n € N* et t € R* , t5» admet une espérance, notée E(t°7), et que :

B Gg, (tl/\/ﬁ)

E(t5") PV

(c) Déterminer, pour tout ¢t € R, lim (E(t°")).

n—-+oo



Devoir surveillé 6 : correction Lycée Jean Perrin

PC

Exercice 1

On consideére une variable aléatoire N, a valeur dans N, telle que il existe un réel a < 1 et un réel b
de sorte que : P(N =0) # 1 et

VkeN*,IP’(N:k):(a+%>IP’(N:k—1).

On dit que N suit une loi de Panjer. On note p, = P(N = k) de sorte que

b
Vk € N* | p. = (a—f—%) Pk—1-

On suppose de plus que 0 < a < 1 et g > 0. On pose o = —“T“’. On pose aussi f la fonction
Ve e [0,1], f(x) = po(l — az)®.

1. La fonction f est de classe Cin fty sur [0, 1] puisque 1 —az > 0 sur [0, 1] avec f() = poe®n(1-a)
d’ou le résultat par composée.
On procede par récurrence sur k € N.
Pour k=0, si z € [0,1], fO(x) = f(x) = po(1 — ax)® = 0lpy(1 — az)*°.
On suppose que sur [0,1], f*(z) = klpp(1 — az)**. Alors en dérivant

FE (@) = Klpr(a—k)(=a)(1—az)* ™ = Klpx(a-+b+ka) (1-az) ™" = (k+1)!pga (1—az)*

ce qui achéve la récurrence. Ainsi, pour tout entier k, sur [0, 1], f®(z) = klpp(1 — az)*~*.

2. On applique la formule de Taylor avec reste intégral sur [0, z|, a 'ordre n,

noor(k) (g f)m

k!
k=0

= Zpkxk + (n + 1)ppt1 / (1 —at)* " Ha —t)"dt.
k=0 0

3. Soit t € [0, ], on a

r—1
. tél(z)x—tél—at(z)t(a—l)él—x
—a

ce qui est vrai puisque t(a —1) <0< 1 — .

Ainsi, pour tout ¢ € [0,2], 0 < =5 < 1.

Soit alors n entier, on a

T T —t T
0< / (1 —at)* " Yo —t)"dt = / a (1 —at)*'dt < / (1 — at)*'dt.
0 0 0



. Ona , ,
(n+Dpapr (+1D)(a+75)p  (n+1) (a+15)

= —_= ~

n

— a. On peut en déduire que la série Z np, est convergente (absolument
n=0
convergente), que la famille (np, ) est sommable que np,, tend vers 0, que N admet une espérance

finie.

. En déduire que la fonction génératrice G de N vérifie G(x) = po(1 — az)®.

6. Ona 1=G(1) =po(1—a)® et ainsi p = (1 —a)* = (1 —a)'"s.

7. On a déja vu que la variable aléatoire N admet-elle une espérance finie. On sait alors GG dérivable

en 1 et que E(N) = G'(1).
Si ¢a n’est pas encore vu, on peut aussi invoquer le fait que G est dérivable en 1 et que donc
N admet une espérance finie avec E(N) = G'(1). On a

b
E(N) = G'(1) = po(—a)a(l —a)** = ?+
—a
. Soit m > 1,
D KP(N =k)=> kpr=) (ka+b)pr
k=1 k=1 k=1
= GZ kpr—1 + bzpkq
k=1 k=1
m—1 m—1
=a) (k+1)P(N =k)+bY P(N=k)
k=0 k=0
Ainsi
m m—1 m—1 m—1
> kpr=a) kpetad p+bY p
k=1 k=0 k=0 k=0
d’on )
(1 —a)kak = —ampm+(a—|—b)2pk—>a+b
k=1 0 k=0
—1
et ainsi (np,) sommable avec
+Z°° n a+b
Pn = 1_a
n=0

Exercice 11

. Si X et de carré d’espérance finie, alors pour toute > 0, on a

V(X)

P(X —E(X)|>2) < —5




2. Soit 0 > 0, et n € N*, on a par linéarité de 'espérance
E(S,) = nE(X)
et par indépendances V(5,,) = nV(X). Ainsi en appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
a la variable aléatoire S, et a la précision € = nd > 0, on obtient

nV(X) V(X)

S (nd)?r né?

N

P(]S, — nE(X)| = nd)

3. Cela «se voit sur un dessiny. Précisément, si |.S,, — nE(X)| < nd, alors
—nd < S, —nE(X) < no
et ainsi
—nd +nE(X) < S, < nd +nE(X)

soit encore

n(E(X) = 8) < S, < n(E(X) + 4)

Ord <v—E(X) et ainsi E(X)+0 < vetd<EX)—wuetainsi u < E(X)— 9 et donc
finalement on a bien
nu < S, <nv

Ainsi (|S,, — nE(X)| <nd) C (nu < S, < nv) et donc
P((|S, — nE(X)] < nd) < P(nu < S, < nv)

Avec la question précédente, on a

1> P(nu < S, < nv) > B(|S, — nE(X)| < n6) = 1 — P((|S, — nE(X)] > nd) > 1 — Vgg)
et donc par encadrement, on obtient
nl_iﬁloop(nu < S, <) =1
Exercice III
1. (a) On procede par récurrence sur n > 1. On considere la propriété : « S, suit une loi de

Poisson de parametre n », pour n € N*,

Pour n = 1, cela est vrai par hypothese.

(Pour n = 2, on sait que X; et X5, indépendantes, suivent des lois de Poisson de para-
metre 1, et ainsi d’apres le cours, X; + Xy = S5 suit une loi de Poisson de parametre la
somme des parametres, soit 2.)

On suppose la propriété vraie au rang n, avec n > 1 fixé. Alors S, 1 = S, + X,11, avec S,
et X, 41 indépendantes (admis par I’énoncé, propriété du lemme des coalitions), suivant
des lois de Poisson de parametre respectivement n par hypothese de récurrence et 1, et
ainsi S, 11 suit une loi de Poisson de parametre la somme des parametres, soit n + 1, ce
qui achéve la récurrence.

On a alors



(b) La variable aléatoire S est la variable aléatoire centrée réduite associée a la variable
aléatoire 5,. On a par linéarité de I'espérance

1
(51 = <=(B(S) =)
et par propriété de la variance (formule V(aX +b) = a?V(X), X admettant une variance)

V(S = L V(Sw =1

(c) Soit n € N*,

k=0 k=0 ’ k=0

2. L’énoncé rappelle la formule de Taylor avec reste intégral. On applique cette formule a la fonc-

3.

tion exponentielle, sur le segment [0,n], a 'ordre n, la fonction exponentielle étant de classe
C"t1, les dérivée de I'exponentielle en 0 étant toutes égales a 1 :

n k n n
n __ n (n_t) t
e —ZH—F/O —n' e'dt
k=0

On effectue alors dans l'intégrale le changement de variable u = n — ¢, ce qui donne

e" = Z i +/ e (—du)
k=0 n

soit finalement
n n

k n
n u®
e" = E — + —e" Udu
k! n!
k=0 0

(a) On a

nk

P(S; <0)=e¢" o

n
k=0

et ainsi en utilisant la question précédente

n nfttn n 7ttn
P(S*<0)=e" <e"—/ ° dt):l—/ © T
o n! o n!

(b) Soit n € N*| on a en intégrant par partie la seconde intégrale (on se débrouille pour avoir
t"*1 dans les deux intégrales)

n 7ttn n+1 7ttn+1
P(SF <0)—P( ;;Hgo):l—/e dt—<1—/ e—‘dt)
0 .

o nl (n+1)

n+l _—tyn+1 n . —tin
t t
- / R —/ © T
o (n+1)! o nl
n+l —tyn+1 n+1 n n n+1
t t t
_ / AR [e_t } + / et dt
o (m+1) (n+1D, Jo (n+1)!

) nn+1 N /'n-‘rl e—ttn—H &
= —e
1) ) D)




(¢) On considere la fonction f définie que R, par

fn (t) — eftthrl

La fonction f est de classe C* comme produit de fonctions élémentaires de classe C*, et
on a

ffit)=——e " (n+De " =e(n+1-t)t"

On en déduit les variations de la fonction f :

t 0 n+1 +00
f'(#) + -
f(nH1)
f / \
0 0

Pour t € [n,n + 1], on a donc e ‘"1 > e "n" ™! et ainsi

n+1 - tn+1 efnnnJrl
e ——dt > ———
n (n+1)! (n+1)!

ce qui permet d’en déduire que P(Sy; < 0)—P(S;,; < 0) > 0 et ainsi la suite (P(S}; < 0))
est une suite décroissante. Comme elle est positive (probabilités), elle converge donc, vers
une limite ¢ avec ¢ > 0. Comme P(S} < 0) = P(X; <0)=P(X; =0) =1 <1, ona
donc ¢ € [0, 1].

nook

n
Méthode numérique : on utilise la formule P(S; < 0) =e™" 2 e prenant n «

grand ». La méthode est rapide, mais n’avons pas d’estimation de l’kerreur d’approximation
(étude a faire!). De plus, si la suite (P(S! < 0)) décroit tres lentement, il se peut qu’elle
stagne numériquement (lorsque la précision de la machine est atteinte) sans que 1'on soit
proche de la limite.

import numpy as np
def P(n):

1 = [n ** k / np.math.factorial(k) for k in range(O,n+1)]
return sum(l) * np.exp(-n)

print (P(600))

0.510855521626

Méthode probabiliste : On simule la loi de Poisson de parametre 1 par la loi binomiale
B (N , %) avec N grand, que 'on répete n fois pour simuler la loi de Poisson de parametre
n. On peut alors estimer

P(S, <0) = P(S5, <0)

avec un grand nombre de réalisation :



import random as r

def binomiale(n, a):
s =0
for k in range(n):
x = r.random()
if x <= a:
s += 1
return s

def poisson(n):
s =0
for i in range(n):
x = binomiale(n, 1 / n)
s = X
return s

def P(n, Ne):
s =0
for i in range(Ne):
X = poisson(n)
if x <= n: # succés pour la probabilité cherchée
s += 1
return s / Ne

print (P(500,1000))

0.513

La méthode probabiliste est lente et nous n’avons aucune information (il faudrait faire
une étude poussée, et on obtiendrait seulement une précision sous condition probabiliste)
sur la précision obtenue.

Soit n € N* et ¢t € R, comme S, suit la loi de Poisson de parametre n, on a (résultat de
cours que 'on redémontre)

oo nk +oo (nt)k
i ' k=0

* Spn—n
Soit t € R% et n € N*, on considere la variable aléatoire t9n =t v» . On envisage alors la

+o00
série ZP(Sn = k;)tkﬁ Or on a
k=0

k—n 1 17k

L N . 1 . .
avec tvr > (, et on reconnait ainsi le terme général de mGSn <tﬁ ) ce qui nous assure

de la convergence absolue de la série, la série génératrice de S,, étant de rayon infini. On
obtient alors le résultat d’apres la formule de transfert.



(c) Soit t > 0, lorsque n tend vers 400, on écrit en utilisant 4.a.

Or

puis

et ainsi

n(tvn —1)

* (&

1 it Int In®t 1
tvn =evr =14+ —=+ —+0| —
n

1 In%t
n(tVF = 1) = Intv/i + = + o(1)

* ]. r12 112
B(t57) = L/ ion g
tvn n—400

10



