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Devoir surveillé n°8

4 heures

Exercice I : intégrale de Gauss, le retour

On pose, lorsque cela est possible,

1 g—a(1+6%)
= | ———dt
/() /0 1+ ¢2

1. Montrer que f est définie sur R et calculer f(0).

2. Montrer que

—x

Ve >0,0< f(z) < —e

e

et en déduire la limite de f en +oo.

3. Montrer que f est de classe C! sur R et préciser f’(z). On utilisera les segments de R de
la forme [—a, a] avec a > 0 pour I'application du théoréme de classe C' des intégrales a
parametre.

4. On considere la fonction ¢ définie par

o(z) = 2f (%2) + (/:e“‘fom)2

Montrer que ¢ est de classe C' et déterminer ¢’. On trouvera en se forcant un peu ¢’ = 0.

+oo 22
5. En déduire la convergence et la valeur de / e~ 2 dz puis la valeur de
0

+oo )
/ e dx
—0o0

Exercice II : produit scalaire sur R,[X].

Pour tout couple (P, Q) € R,[X]?, on note

+oo
Plo) = [ POQ(

1. Montrer que si k > 0, t + tFe™! est intégrable sur [0, c0[. En déduire que l'intégrale
définissant (P|Q) est convergente.

2. Vérifier que I'application (.|.) : R,,[X]* — R est un produit scalaire, c’est a dire que :
a) (.|.) est symétrique
b) (.].) est bilinéaire
c)si P eR,[X], (P|P)>0etsi(P|P)=0alors P=0.



3. Soit k € [1,n], a l'aide d’une intégration par parties, montrer que

“+o00 —+o00
/ the tdt = k / tF=letdt.
0 0

4. Montrer que si k € [0,n], (X*|1) = k!. Déterminer (X?|X) si (p,q) € [0, n].
Exercice III

Pour tout n € N, on définit g, :]0, +oo[— R par

gn(T) = (

x+n)?

1. Montrer que la série de fonctions Z gn converge simplement sur ]0, +00[. On note G sa

n=0
somime.

2. Soit zy > 0 fixé!.

(a) Pour tout n € N, montrer que f, : t — t*" 1n(t) est intégrable sur |0,1] et que

l'on a:
1

(IQ + n)2 ’

1
/ totr=n(t)dt = —
0

(b) Montrer que la série de fonctions Z(—l)” fn converge simplement sur |0, 1] vers
n=0
t*0~11n(t)

T
/ 1+t

(c) En déduire que f est intégrable sur |0, 1] et que l'on a :

" gmo~n(t)

Probléme

+00
Pour = € R, on pose, lorsque cela a un sens, I'(x) = / t*teTtdt.
0

1. Soit z > 0.

(a) Montrer que t“ ‘e o 1. En déduire que ¢t — t*“te~* est intégrable sur ]0, 1].
—

(b) Montrer que ¢ — t*~'e~ est intégrable sur [1, +o0.
(¢) En déduire que I'(x) est bien définie.
2. Montrer que le domaine de définition de T" est D =]0, +-00].
3. Pour tout z € D, montrer que I'(x + 1) = zI'(z). On utilisera une intégration par parties.

4. En déduire que pour tout x € D, n € N*,
Fz+n)=(@+n—-1)---(x+ 1)z'(x)

5. Déterminer I'(1).

1. z dans I’énoncé originel



10.
11.

12.

13.
14.

Montrer que pour tout entier n de N*, I'(n) = (n — 1)\

+oo
Montrer que 'intégrale / e dt converge et I'exprimer a l'aide de la fonction I'.
0

+oo
A~ . _44
Meémes questions avec / e 1 dt.
0

On posesiz > 0ett >0, f(x,t) =t"te "
(a) Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. Montrer que si t > 0 et x € [a, b],

t* < max(t9,t°) <t 4+ t°

(b) Montrer que la fonction I' est une fonction continue.

(c) Justifier que z — t*~1 est dérivable et vérifier que sa dérivée est
x> In(t)t* L,
(d) En déduire que T est de classe C! et préciser I(x) sous forme d’une intégrale géné-

ralisée.

(e) Montrer que I est de classe C*® et préciser I'® () sous forme d’'une intégrale géné-
ralisée pour tout £ € N.

Montrer que la fonction I' est convexe.

Montrer que I s’annule en un un unique réel ¢ dont on déterminera la partie entiere. On
utilisera I'(1) et I'(2).

En déduire les variations de I' sur D.

Déterminer un équivalent de I'(x) en 0. On utilisera la relation I'(z + 1) = z['(z). En
déduire la limite de I" en 0.
Quelle est la limite de I" en 4007

Esquisser un joli graphe de I'.

Dans ce qui suit, nous allons démontrer la formule de Gauss suivante

nln®

[[@+#

k=0

Ve>0,I'(z) = lim

n—-+oo

Pour z > 0, et pour n > 1, on définit la fonction f,, sur |0, 400 par

Fult) = {él—;) 1 it €]0,n)]

sit>n

(a) Montrer que si v > —1, In(1 + u) < w.

(b) En déduire que si n > 1, t €]0,+o00[, 0 < f,(t) < e %1,

(c) Soit t > 0, montrer qu’il existe un rang a partir duquel f,(t) = (1—2)"¢ L
En déduire que la suite de fonctions (f,,)nen+ converge simplement vers la fonction
t— t*le™ sur |0, +ool.

(d) En déduire que .

[(z) = lim ' (1 — 3) totat
n—-+0o 0 n

On pose alorssin > 1, z > 0,

I.(z) = /On (1 - %)nt“dt

3



(e) En effectuant un changement de variable adapté, montrer que
1
I,(z) = nm/ (1 —u)"u* 'du
0

1
On pose alors sin >0,z > 0, K, = / (1 —w)"u”"'du. Que vaut Ko(z)?
0

(f) Montrer que si z > 0 et n > 1,
n
K,(z) = EKn_l(x +1)

On utilisera une intégration par parties.

(g) En déduire, si n € N et x > 0 une expression de I,,(z) et conclure.

Fin
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Exercice I : intégrale de Gauss
1. Soit z € R, la fonction
e—m(1+t2)
1+¢2

est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable et ainsi f(z) est bien défini. On a

t—

1
1 1 ™
f(0) = /o . +t2dt = [Arctant], = 1

2. On a bien str f(z) > 0. Et comme z > 0, pour ¢t € [0, 1] on a

_ 2 2 _
ez(lth):exe xt gem

et ainsi

1+ 4

On en déduit que f(z) tend vers 0 lorsque z tend vers +oo.

f(z) < /0 L e y(0) = Ter

3. On applique le théoreme de dérivation pour les intégrales a parametre. On pose sur
R x [0, 1]
e—x(l+t2)
T, t) = ——F—

i) Pour tout = de R, la fonction ¢ — g(x,t) est continue sur [0, 1], donc continue par
morceaux et intégrable.
ii) Pour tout ¢ de [0, 1], la fonction = + g(x,t) est de classe C! sur R. On a

8g 2
(g t) = e~ 2(1+t%)
ax (x7 ) €
iii) Pour tout x de R,
ag 2
ts 2 (x,t) = e 2+
% (21) =

est continue, donc continue par morceaux sur [0, 1].
iv) Soit z € Ret ¢ € [0, 1],
@(x,t)' = o @(1+t?)

ox

Pour = € [—a,a], avec a > 0, on a —z(1 + t?) < a(1 + t?) < 2a et ainsi e *(1H#) L 2

d’otlt en posant p(t) = e?®

dg

Pwn)| <t0

avec  positive, continue par morceaux et intégrable sur [0, 1].

Ainsi d’apres le théoréme de dérivation des intégrales & parametre, f est de classe C! sur
R et on a

1
f/(x)z/ e *(H) q¢
0



4. La fonction ¢ est de classe C' par opérations (composée, somme, produit). On a pour

tout x réel
x? 2 [T 22
o'(x) = 2zf <?>+2€_2/ e” 2 du
0

1 z2 2 12 x u2
= —2:10/ ez (IHt )dt—|—26_2/ e 2du
0 0

1 x
_2? _ (at)? 22 W2
= 2e 2/e 2 xdt +2e 2 e z2du
0 0

On s’arrange pour fusionner les deux intégrales : on transforme la premiere en effectuant
le changement de variable de classe C' sur un segment , le segment [0, 1], u = zt, du = xdt

b 2 T2
e 2 xdt = e zdu
0 0

et ainsi ¢'(x) = 0. ¢’ =0 sur R, et donc ¢ est constante sur R.

™

5. Or p(0) = 2f(0) = 7. Ainsi ¢ est constante égale & 7. On fait alors tendre z vers +o0
dans la relation définissant ¢, ce qui nous donne d’apres les questions précédentes la

convergence de l'intégrale et
oo 2 S
( / e‘?du) = —
0 2

+00 W2
/ e 2du = \/E
0 2

En effectuant le changement de variable u = tv/2, les conditions requises étant satisfaites
(u de classe C' de |0, +oo[ sur ]0, +oc[, bijective strictement croissante)

oo u2 +oo 2
/ e 2du = \/5/ e U dt
0 0

+o00
/ e dt = ﬁ
0 2

et ainsi

et ainsi

et

“+o00
/ e At = VT~ 1,77

o0

Exercice II : produit scalaire sur R,[X|] CCNP 2019
1. Soit k > 0, t — tfe~t est continue sur [0, oo et on a

2 tke™t = t?Ret 5
t——+oo

et ainsi tfe™ = 040 (%

sur [0, col.

) ce qui assure 'intégralité en +o0o. Ainsi t — t*e™* est intégrable

Comme t — p(t)Q(t)e~" est une combinaison linéaire de fonctions du type t — t*e~!, on
en déduit que l'intégrale définissant (P|Q)) est convergente.



2. On vérifie que lapplication (.].) : R,[X]? — R est un produit scalaire :
a) (.|.) est symétrique : si (P, Q) € R,[X]?, on a
+o0

@r) = [ anpweta- [ " pwQwetdt = (PIQ).

0

b) (.|.) est bilinéaire : par symétrie, on ne vérifie que la linéarité selon la premiére position :
soit (P,Q, R) € R,[X]?, (A\, ) € R?, on a (les intégrales étant toutes convergentes) :

P +4@lR) = [ 0P+ uQW)R(e

= [ arwRro + sawro)e

=\ / ~ P(t)R(t)e "dt + u / Q(t)R(t)e "dt
= A(P|R) + p(Q|R).

c) si P € R,[X], on a déja par positivité de 'intégrale

+o0o
(P|P) = / P(t)*e”'dt > 0
0

+oo
et si (P|P) = 0 alors / P(t)*e”'dt = 0, avec t — P2(t)e™ continue positive et donc

0

nulle sur [0, +-o00[ par théoréme. Ainsi P%(t) = 0 puis P(t) = 0 sur [0, +oo[, ce qui implique
que le polynéome P s’annule une infinité de fois et donc qu’il est nul.

Ainsi nous avons bien un produit scalaire.

3. Soit k € [1,n], a I'aide d’une intégration par parties généralisée, I'intégrale initiale étant
convergente, avec u(t) = t* u/(t) = ktF=1 v'(t) = e, v(t) = —e™, u et v de classe C1,
sur [0, +00], et avec u(t)v(t) qui admet des limites nulles en 0 et en +oo,

400 +oo
I, = / thetdt =0 -0 — / kt" 1 (—e™tdt)
0 0
+oo
= k/ thle~tdt = kIy_4
0
4. Soit k € [0,n], nous avons en itérant la relation précédente,
(X)) =Ly =kl = k(k—1)(k—2)--- 1.1, = k!
Si (p,q) € [0,n], on a
+oo
(XP|X?) = / ttle”'dt = I,1y = (p+ q)!
0
Exercice II1 : CCNP 2021

Pour tout n € N, on définit g, :]0, +oo[— R par



(=D"

o )Q.Commeona
T4+n

1. Soit « > 0, on considere la série numérique E
n=0

1 1

h (x—i—n)?Nﬁ

(="

(x +n)?

cette série numérique converge absolument, donc converge. Ainsi la série de fonctions
E gn converge simplement sur ]0, +00[. On note G sa somme.
n=0

2. Soit xg > 0 fixé.

(a) Soit n € N, la fonction f,, : t — t*™11n(¢) est continue sur |0,1]. On a sin > 1,
o+ n—1>0 et ainsi

fu(t) =t n(t) — 0
t—0

ce qui assure l'intégrabilité de f,, sur ]0, 1] (on peut méme prolonger f,, par contnuité
en 0 en posant f,(0) = 0).
Pour n = 0, nous avons g — 1 > —1 et

fo(t) =t~ Mn(t)dt = ¢*0/271420/2 n(t) = oy (t*0/>7)
——
—t—00
avec ¢ —1 > —1, ce qui assure I'intégrabilité en 0.
Ainsi pour tout n € N, la fonction f, : t — ¢t 1In(¢) est intégrable sur ]0, 1].

Par une intégration par parties généralisée, le terme entre crochet étant bien défini
(et égal a 0)

1 $o+n ! 1 1 1 1 1
/ ot n(t)dt = { ln(t)} - / tot x —dt = — / trotn=lqy
0 To+n 0 TotmnJy t To+n Jy
1 grotn 71
B _xo—i-n [xo—l—n]o
B 1
~ (zo+n)?

On remarquera que cette intégration par parties généralisée permet aussi de prouver
directement la convergence de l'intégrale, et comme la fonction est négative, son
intégrabilité.

(b) Soit t €]0, 1], on rappelle que si ¢ €]0, 1],

1 &
TR NI
L+t

et ainsi .
7 () o=, .,

valide aussi si ¢t = 1. Ainsi la série de fonctions Z fn converge simplement sur |0, 1]

n=0
t*0~11n(t)
1+t

vVers

fit—



(¢) Nus allons alors appliquer le théoréme interversion somme infinie et intégrales gé-
néralisée. On considere la série numérique

2/ (]t

n=0

On a puisque la fonction f, est négative,

[ a0 =~ [ noa= sk

ce qui assure la convergence de la série.

Ainsi f est intégrable sur ]0,1] et que 'on a :

/Otxoﬁll di = /HOO /fn = ;%:—G(%)

Probléme

1. Soit = > 0.
(a) Nous avons e~ qui tend vers 1 si ¢ tend vers 0 et ainsi

t:tfle*t ~ tCC*].
t—0

Comme x — 1 > —1, on en déduit ¢ — t*~'e~" est intégrable sur ]0, 1].
(b) On a
1
2t le™ — 0 "l =0, (—)
t—+00 12
et ainsi ¢ — t* e~ est intégrable sur [1, +o0l.

(c) On en déduit que ¢ — t* le~" est intégrable sur |0, +o00[ et donc que I'(z) est bien
définie.
2. si z < 0, comme
tmfleft ~ txfl
t—0

nous obtenons que t — t*“le~t

n’est pas intégrable sur ]0, 1], et donc, puisque la fonction

1

est positive, que l'intégrale / t"le~'dt ne converge pas. Ainsi on ne peut pas définir
0

I'(z). Donc le domaine de définition de I' est D =|0, +00].
3. Soit x € D, on procede par intégration par parties généralisée, en transformant l'intégrale

+oo

convergente y(z + 1) = / t“e"'dt, les intégrales étant convergentes, en posant

0

u(t) = o+ u'(t) = (x+ 1)t°

V(t)=e" v(t) = —et
avec u,v de classe C! sur |0, +oo[, et

u(t)v(t) = t"He ™ — 0 u(t)v(t) =t"te™ — 0
t—0 t—+o0
soit
+o0 +oo
Y(z+1) = / tetdt =0—-0— / (z + D)t*(—e H)dt = (x + 1)D(x)
0 0

Donc on a bien I'(x + 1) = aI'(z).



. Soit & > 0, on procede par récurrence sur n > 0.

Pour n = 0, I'(x) = I'(z), le produit étant vide égal a 1.

Pour n =1, I'(x + 1) = 2I'(x).

On suppose que I'(x +n) = (x +n —1)--- (x + 1)zI'(z), alors en appliquant la question
précédente a x + n, nous avons

Nrx4+n+1)=(x+n+ 1) (x+n)
puis par I’hypothese de récurrence
Fz+n+)=@+n+)(z+n—-1)--(z+ 1)al'(z)
ce qui acheve la récurrence. On en déduit que pour tout z € D, n € N*,

F'z+n)=(@+n—-1)---(z+ 1)zl'(x)

+oo
(1) :/ etdt = 1.
0

. On applique I'égalité précédente & x = 1, on obtient sin > 1,

I'n+1)=n(n—1)---21I'(1) = n!

. Nous avons

Ainsi pour tout entier n de N*, I'(n) = (n — 1)\
. On effectue le changement de variable u = t?, du = 2tdt = 2+/udt, u bijection de classe
C! de )0, +oo sur |0, +o00[ et donc les deux intégrales

+o0 ) +oo 1
/ e Udt / —u Ve
0 0 2

+o0 )
sont de méme nature. Donc l'intégrale / e " dt converge et on a
0

oo oo ] 1 1
/ e dt = / —u Y 2eudy = T (-2 ).
. y 2 2 2

On effectue le changement de variable u = t*, du = 4t3dt = 4u®/*dt, u bijection de classe
C! de |0, +oo sur |0, +00[ et donc les deux intégrales

+o0 4 +o00 1
/ e tdt / —u ey
0 0 4

+o0 4
sont de méme nature. Donc l'intégrale / e " dt converge et on a
0

too 1.( 3
At ==-T(=°).
foera=r ()

. Onposesiz>0ett>0, f(z,t) =t""te "
(a) Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soit ¢t > 0 et x € [a,b], on a
- e:cln(t)
Si0<t<1,In(t) <0etdoncbln(t) < zln(t)aln(t) don t* < t* < 2.
Sit>1,In(t) >0 et donc aln(t) < xln(t) < bln(t) et t* < t* < t°. Ainsi dans les

deux cas,
t* < max(t%,t°) <t +t°

10



(b)

On applique le théoreme de continuité des intégrales a parametre, version sur tout
segment de |0, +o0].

e pour tout t > 0, x — f(x,t) = t*"le7t = el#= et o5t continue.

e pour tout z > 0, t = f(x,t) = t* et = @Vt st continue (par morceaux).
e Six € [a,b], t >0, nous avons d’apres la question précédente, t* < 1+ t° et ainsi

[z, )] = "™ < (17 + £ )e ™ = (1)
avec ¢ continue et intégrable sur |0, 4+oo[ comme somme de deux fonctions inté-
grables. Ainsi la fonction I' est une fonction continue sur ]0, 4+o00].
La fonction z — t*~1 = e@=DIn(®) egt dérivable par composition de fonctions déri-
vables, et on a a sa dérivée qui est

z = In(t) e Dm0 = n()et,

On applique le théoréme de classe C! des intégrales a parameétre, version sur tout
segment de |0, +00].

e pour tout t > 0, x + f(x,t) = t"le™ = @ DI®e~ est de classe C'.

e pour tout z > 0, t > f(z,t) = t*le™t = e@" Ve~ est continue (par morceaux)
et intégrable.

e pour tout z > 0, t — g(x, t) = In(¢)t" ! est continue par morceaux.

ox

e Siz € [a,b], t >0, nous avons t* < % + t° et ainsi
[z, )] = [In()[£" " e™ < (7" + £ )| In(t)]e™" = (1)

La fonction ¢ est continue sur ]0, +oo[ et on étudie alors I'intégrabilité de ¢, : ¢
In(t)t*te™" sur |0, +oc[. Nous avons

1
£ In(t)te et = In(t)e /2 10+ e 1/ S0 @ =04 (t—g)

et ainsi ¢, est intégrable en +o00 et

In(t)t* et ~In(t)te! = In(t)te/? o/21
0 N——

—t—00

et ainsi In(#)t* ! = o0y (t%>71) avec a/2 — 1 > —1 d’ou l'intégrabilité en 0.

Ainsi ¢ est intégrable sur |0, +0o[ comme somme de deux fonctions intégrables ¢,
et ¢p. Ainsi I est de classe C* et on a

+oo
(z) = / In()t~ et dt.
0

On applique le théoréme de classe C* des intégrales a parametre, version sur tout
segment de |0, +00], ce qui revient a obtenir une majoration de domination uniforme
en x des dérivées partielles : on a si x € [a,b], t > 0,

%(x,t)‘ = |In(t)[Ftm e < (17 4+t In(t)]Fe

avec g : t — t* 1 In"(t)e~t intégrable sur )0, +oo( puisque

a—1,— - a+1,— a—1,— 1
2 In"(t)te et = InF(t)e V2 1ot e t/2 t_j)m() Inf ()t te™ = 0 (t_Q)

11



d’ou l'intégrabilité de ¢, en +o0 et
In* ()t et ~Inf (1)t = InF(1)t¥/2 12/2 !
0 —_——

—t—00

et ainsi In® ()11 = 0y(t%/>7') avec a/2 — 1 > —1 d’ott I'intégrabilité en 0.
Ainsi T" est de classe C* et on a sur |0, +o0o[

“+oo
™ (z) = / In®(t)t* e~ dt.
0

+oo
9. Nous avons ainsi sur |0, +oo[, I'(z) = / (In(¢))*t*e~*dt > 0 et donc la fonction I
0

est convexe.

10. On remarque que ['(1) = I'(2) = 1. Ainsi, d’apres le théoreme de Rolle, la fonction I'
étant continue sur [1, 2], dérivable sur |1,2[, I s’annule en ¢ avec 1 < ¢ < 2. Comme de
plus I'” > 0, la fonction I est strictement croissante, continue, et donc finalement elle
s’annule uniquement en (, de partie entiere 1.

11. On en déduit les variations de I' sur D (avec les limites prouvées plus loin) :

x 0 1 ¢ 2 +00
I(x) - +
400 400
r
I'(¢)

12. Comme I'(z 4+ 1) = zI'(x), et que I' continue en 1, nous avons

zI'(a) QF(l) =1

1
et ainsi I'(z) ~ —. On en déduit que I' tend vers +oo en 0.

x—0
Comme T strictement croissante sur [(, +oo[, d’apres le théoréeme de la limite monotone,
I' admet une limite finie ou infinie en +o0o. Comme I'(n) = (n — 1)!, cette limite est

forcément +oo.

13. On en déduit un joli graphe de I' :

100 2.00

804
60

40

204
0.25 4
T T T

T T T T T [} T T T T T T T T T
o] 1 2 3 4 5 6 7 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00 2.25 2.50
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14.

(a)

(b)

(e)

(f)

La fonction In étant concave, u +— In(1 + w) aussi sur | — 1, 400, et sa courbe est
donc située en dessous de la tangente en 0 dont une équation est u +— u. Donc si
u>—1,In(1+u) <wu.

Soit n > 1, ¢ €]0,+o0], si t €]0,n[, £ €]0,1[, =% €] —1,0[ et ainsi In (1 — %) < L
puis nln (1 - f—l) < —t, et ainsi

t n
<1 . _> tz‘—l < e—ttl‘—l
n

Sit=nout>n, f,(t) =0. Ainsi 0 < f,,(t) <e " 1.

Soit t > 0, il existe un rang a partir duquel n > t et ainsi f,(t)
a alors

(1 — %)nt‘”_l. On

n n—+oo

Ainsi la suite de fonctions (f,,),en+ converge simplement vers la fonction ¢ — t*~le™
sur |0, 4+o00].

On applique alors le théoreme de convergence dominée a la suite de fonctions (f,),
suite de fonctions continues sur |0, 400, qui converge simplement sur |0, +o00[ vers
la fonction ¢ — e~ #*~!, dominée par cette méme fonction, qui est intégrable d’apres
1b. On en déduit que

—+o00 +o0 oo
. —tyxr—1 . : o :
I(z) = /0 et 1dt — /0 i fode= tim [ g
soit encore
n t n
['(z) = lim (1 - —) t"de
0

n—-+4o0o n

On effectue le changement de variable v = £, bijection croissante C' de |0, n[ sur
10, 1], d’ou sachant que dt = ndu,

Lo(z) = /0 (1= ) () ndu = /0 (1w du

! ! Tk 1
Ko(z)= | (1 —w) v 'du= Wildu=|—| ==
0 0 i 0 X

Soit > 0 et n > 1, par intégration par parties généralisée,

On a

K,(z) = /01(1 — )" u® " du

_ {“%(1 - u)"]; - i/ol(_")(l — u) e du
_n /01(1 — )" Nudu = =Ky (a4 1)

T
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(g) On en déduit, par itération de la relation précédente,sin € N et z > 0,

n nn-—1 1 n!
K,(z)=—-K,_1(x+1) = —. K =
() x z+1) rx+1 x+n-1 oz +n) r(x+1)---(x+n)
et ainsi finalement -
I(z) = — nln
[[@+%
k=0
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