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Nous avons dans cette question n = 2. On a v = (1,0), puis f(v) = (4,1) non colinéaire a v et
ainsi la famille (v, f(v)) est libre, de cardinal 2 la dimension de l'espace R? et ainsi (v, f(v))
est une base de R? et donc f est un endomorphisme cyclique de R2.

La matrice de f dans la base canonique est

Son polynome caractéristique est

A—4 2

1 TN +2=M =B+ 6=(A=3)(A-2)

Xum(A) =

(factorisation évidente avec la propriété de la somme et du produit des racines). Ainsi f admet
deux valeurs propres 2 et 3. On peut affirmer ici que f est diagonalisable et que les deux espaces
propres sont des droites vectorielles. On détermine alors les espaces propres associés :

doe — 2y = 2z

— r=y < (x,y) =x(1,1
o y = (@y) =)

MX=2X(:>{

Ainsi By = Vect((1,1)). On a aussi

dor — 2y = 3z

— =2y < (x,y) = (2y,y) =y(2,1)
r+y =3y

AX =3X = {
Ainsi E3 = Vect((2,1)).
Soit w non nul. (w, f(w)) n’est pas une base si et seulement si (w, f(w)) non libre si et seule-

ment si comme w non nul, f(w) colinéaire & w, c’est a dire si et seulement si w est un vecteur
propre de f. Donc si w ¢ Fy U F3 (et donc non nul), (w, f(w)) est une base de R?.

Par un raisonnement naif direct : soit w(zx,y) alors f(w) = (4= — 2y,x + y). Donc (w, f(w))
non base si et seulement det(w, f(w)) = 0 si et seulement si

r 4dx —2y
y x+y

-0

soit z(z +y) —y(4r —2y) = 0 soit encore x>+ xy —4zy +2y* = 0 soit encore x2 +2y> —3zy = 0.
Or
)2 _ 1 2

3
2 +2y* — 3wy = (v — ~y Y

2

s’annule si et seulement si 5 ]
rT—zy==%2
9¥ = =¥

soit x = 2y ou x = y, c’est a dire si w € Fy U Fs.
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Q4

Q5

Q6

Q7

Q8

Q9

On procede matriciellement. La matrice de g2 est M? et la matrice de g + 2id est M + 215,
ceci dans la base canonique. Or

2 -1 1
M*=|—-1 2 —1|=M+2I;
1 -1 2
et donc g? = g + 2id.

A) La matrice M est une matrice symétrique réelle, et donc elle est diagonalisable. On déter-
mine son polynéme caractéristique :

A1 —1 A 1 —1
XM()‘) 1 A 1]=[A+1 A+1 0 L3<—L3+L2puisL2<—Lg+L1
-1 1 A 0 A+1 A+1

Ainsi M admet -1 et 2 comme valeurs propres, de multiplicité 2 et 1 respectivement. Comme
M est diagonalisable, on peut affirmer que E_; est un plan vectoriel et E5 une droite vecto-
rielle. La trace de M nulle permet de vérifier.

B) Mieux : nous avons aussi un polyndéme annulateur P = X? — X —2 P = (X + 1)(X — 2),
scindé a racines simples -1 et 2, et ainsi M est diagonalisable, et le spectre de M est contenu
dans {—1,2}.

Si une matrice diagonalisable admet une unique valeur propre, elle est proportionnelle a I3.
Donc le spectre de M est forcément {—1,2}.

Si g état cyclique, il existerait un vecteur v de sorte que (v, g(v), g?(v)) soit une base de R3,
ce qui contredirait le fait que ¢g%(v) = g(v) + 2v de Q4.
Donc g n’est pas cyclique.

Soit P € R,[X], P(X + 1) est aussi dans R,[X] et donc A(P) = P(X +1) — P(X) € R,[X].
Soit (P,Q) € R,[X] et (A\, 1) € R% on a

AMNP+pQ) = AP(X + 1)+ puQ(X +1) = AP(X) — pQ(X)
= AP(X +1) = P(X)) + p(Q(X + 1) - Q(X))
= AA(P) + pA(Q)

Ainsi A est linéaire, de R,,[X] dans R,[X] et ¢’est donc un endomorphisme de R, [X].

Nous avons

"R Sk k(k—1)
AXF) = (X+1)F=XF =) (.)X’L—Xk => <)X = 1+EX+ X% EX
im0 \! im0 \? 2
On suppose que P € R,[X], non constant. Alors on note p son degré,
P=a,X"+a, 1 X" "+ -+ a1 X +ag
avec p = 1 et a, # 0. Alors
p p—1
A(P) = > apAX?) = a,AXP) + ) arA(XF)
k=0 k

=0
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p—1
D’apres la question Q8, la somme 2 arA(X") sera degré inférieur & p — 2, et a,A(XP) de

degré p — 1. Ainsi on a bien deg(A(P)) = deg(P) — 1.

Q10 Soit P de degré n. Alors d’apres la question précédente, A(P) est de degré n — 1, puis de
méme A?(P) de degré n — 2 et par récurrence sur k € {0,...,n}, A*(P) de degré n — k. On
en déduit que la famille

(P,A(P),A*(P),...,A™(P))

est une famille de polynémes de degré échelonnée de 0 & n, et ainsi c¢’est une base de R, [ X].
Donc, par définition, ’endomorphisme A est bien cyclique.

Q11 On procede par récurrence sur p € N.
Pour p = 0, c’est 'hypothese

() =v = vy + - + oy
On suppose que le résultat est vrai pour un certain p, c’est a dire que
hP(v) = ag Aoy + -+ + apNw,
Alors en appliquant A qui est linéaire, on obtient
R (v) = ay MN[h(v1) + -+ + a2 h(v,,)

et ainsi
P (0) = ag AL A g + -+ ap AP\,
soit encore
RPY(0) = a X h(vy) 4 -+ - 4 an XE TR (v,)
ce qui acheve la récurrence.
Q12 La matrice de F dans la base B est

aq al)\l tee 011)\?_1
ay Ay e apAy!
U QA oo QAT
de déterminant
aq Oél>\1 tet Oél/\?_l 1 /\1 tee )\;l_l
(6] O./Q)\g s 042)\3_1 1 )\2 s g—l
=010y
U QA o apATT! D VD
qui fait apparaitre un déterminant de Vandermonde V' (\y,...,\,), soit
a1 Qp 1_[ ()\]—)\Z)
1<i<j<n
Q13 Si h est cyclique, il existe un vecteur v de sorte question(v, h(v),..., A" }(v)) soit une base
et ainsi la quantité ci-dessus est non nulle, et donc \q,..., A, sont 2 a 2 distinctes. Ainsi h

admet n valeurs propres distinctes.

Réciproquement, si h admet n valeurs propres distinctes, en choisissant un vecteur v de sorte
que aq, ..., a, soient non nuls, par exemple avec v = vy + - - - + v, nous obtenons une famille
(v, h(v),..., A" }(v)) dont le déterminant dans B est non nul, donc étant une base de E et
ainsi h est cyclique.

Ainsi si h est diagonalisable, h est cyclique si et seulement si il admet n valeurs propres
distinctes.



Q14
Q15

Q16

Q17

Q18

Soit t > 0 et # < 1, e’ > 1 et ainsi ¢ > z. Donc f(t,z) est bien défini. On en déduit que la
fonction f est bien définie sur 0, +00[ x| — o0, 1].

On considere ¢t — f(t,1) = 75 sur |0, +oo[.

La fonction est continue, donc continue par morceaux. Nous avons

t t
~-=1
el—10t
d’ou l'intégrabilité en 1. De plus, comme
t

on a

t 1
et—1 oo 12
ce qui assure l'intégrabilité en +o0. Ainsi ¢ — f(t, 1) est intégrable sur |0, +oo[.
Soit z €] — o0, 1]. Pout t €]0, 4 o[, ' —x = ' — 1 > 0, et ainsi
1 1
<
et —x et —1

0<

puis

0<ft,z) < f(t,1)
Ainsi comme t — f(¢,x) est continue sur |0, +o0[, que ¢t — f(t,1) est intégrable sur |0, +oo[,
nous obtenons que t — f(t,z) est aussi intégrable sur |0, +oo|.

Montrons que z — S(J)r * f(t,z)dt est continue sur | — o0, 1], ce qui permettra d’en déduire que
L est continue. On utilise pour cela le théoreme de continuité des intégrales a parametre.

1) Pour tout t €]0, +oo[, x — f(t,x) = ef’; est continue sur | — oo, 1].

2) Pour tout z €] — w0, 1], t — f(¢, x) est continue sur |0, +ool.

3) Si x €] —o,1], t €]0,+0[, on a

[f (&, 2)] < f(t,1) = (1)

avec  intégrable sur |0, +oo|.
Ainsi z — SJ * f(t,z)dt est continue sur | — oo, 1] et il s’ensuit que L est aussi continue sur
| — o0, 1] comme produit de deux fonctions continues.

On a t — s,(t) continue sur |0, +[, prolongeable par continuité en 0 donc intégrable en 0 et
avec

t—+00
et ainsi $,(t) = 040 o ce qui assure l'intégrabilité de s, en +oo0.

Ainsi 'intégrale converge bien (elle est absolument convergente méme).

Soit A > 0, on a

A A
f sn(t)dtzx”f te~(n ULt
0 0

t A 1 (A
= " __e—(n+1)t + f e—(n+1)t dt
n+1 o n+1lJp

. —(n+1)A)




Q19

Q20

Q21

Q22

+0
— la série numérique Z f |zs,(t)|dt qui est en fait Z J x8,(t)dt est la série Y|

et en passant a la limite lorsque A tend vers 400, nous obtenons

+00 n
J sul(t)dt = ———

0 (n+1)

Soit ¢ > 0, on étudie la série numérique Z sp(t) c’est a dire Z te” (D" On a en fait
n=0 n=0
su(t) = te H(ze™")"

On reconnait donc une série proportionnelle & une série géométrique compléte de raison xe™*

avec |ze”f| < e”! < 1 puisque |z| < 1
Ainsi la série numérique Z sn(t) converge et on a

nz=0
+oo
1 t
sp(t) = te™! x = = f(t,x
Z n(t) l—ze t e —x f(t,2)
n=0
Ainsi la série de fonctions Z s, converge simplement sur |0, +0o[ de somme t — f(t,z).
n=0
72
On a z € [—1,1], et ainsi — < — et donc par comparaison & une série de Riemann conver-

n?  n?
72
gente, la série Z — est convergente.
n=1
On applique le théoreme d’interversion somme infinie — intégrale :
— la série de fonctions continues Z xs, converge simplement sur |0, +oo[ vers t — zf(t,x)
n=0
antl

n=0 (n+1)2

n=0 n=0

qui converge

Alors

n=0v0 0 n=0

f f T st = J v <§xsn(t)> dat

soit encore

+0 Q;.n-‘y-l +00 t
:E] Z;;t;jfyzdi = 17J~ et __a:df = Zl(x)
n=0 0

Soit 2 € [—1,1], on a (les puissances impaires se neutralisent)

L(z) + L(~2) = ) % £

n=1 n=1

+00
$2n

Pour z = 1, la relation précédente s’écrit L(1) + L(—1) =
Donc avec la donnée de I'énoncé,

N |



Q23

Q24

Q25

Q26

Q27

Q28

D’apres la question Q20, la fonction L est développable en série entiere avec un rayon de
convergence R > 1 et méme R = 1 par propriété (forme a,, = n=2). Ainsi L est dérivable sur
| — 1,1[, et on a par dérivation terme a terme

1
L/ — - n—1
() n; T
Siz =0, L'(0) = 1.
Sixz#0,0na
+00
1—
r~=n x
Sur 10, 1[, h dérivable avec
/ !/ / 1 1
B (x) zL(x)—L(l—a:)+Eln(1—x)— 1_xln(:c)
In(l—2z) In(z) 1 1
= — —In(1 1
T +1—$+x (1-=2) 1_$n(:v)
=0
et ainsi h est constante sur U'intervalle |0, 1.
Pour x = %,
400 t 4
L(1/2) = t
2= | 5
Or
h(1/2) = L(1) = 2L(1/2) 4+ In*(2)
et ainsi . L) - () : )
t —In s n
(1/2) J 2et — 1dt 2 12 2

La variable aléatoire X, représente le nombre de cases avancées au coup n ; la variable aléatoire
S, représente le nombre total de cases avancées jusqu’au coup n compris.

La variable aléatoire T représente le minimum de coups qui a permis de d’avancer d’au moins
(au sens large) A cases, 0 sinon.

On sait que sur | —1,1[, on a

développable en série entiere, avec un rayon de convergence 1. Ainsi f est de classe C* sur
] — 1,1[. On peut aussi invoquer que f est une fraction rationnelle, de classe C* sur son
domaine de définition qui contient | — 1, 1[. On montre alors par récurrence sur p € N que

») P!
Ve e|— 1,1, fP(z) = A=t
Pour p = 0, cela est vérifié. On suppose que
|
_ P (g) = — P
Vee|—1,1[, fP(x) = A=



Q29

Q30

Q31

Q32

Q33

Alors, en dérivant, pour z €] — 1, 1],

FOHD () = (f(p))/({lf) _ [ p!)pﬂ]/

(1—2x
= (p!(1 - 37)7(p+1))/ =—(p+ pl(-1)(1 — m)*(p+1)—1
_ (p+1)!
(1 — z)p+2

ce qui acheve la récurrence.

Posons a,, = (;) Onaa, #0et
Uny1 (nzl) C(n+Dpln—-p)!  n+1
an, (’;) pln+1—pn!  n+1-p

et ainsi d’apres la regle de de d’Alembert appliquée aux série entiere non lacunaire, le rayon

s . [N n n _
de convergence de la série entiere anp (p)x est R = 1.

On sait que sur | — 1,1[, on a

f@) = = 3"
n=0

1—z

développable en série entiere, avec un rayon de convergence 1. Ainsi f est de classe C* sur
| — 1,1[ et on peut dériver terme & terme, a 'ordre p, soit donc

(p) _—p! —+Oonn— s (n— x"*p—m n! x" P
f (I)—<1_x)p+1—nzzp ( 1) p+1) _nZ=p(n_p)!

d’ott en multipliant par x” et en divisant par p! la relation

Vo] - 1,1[, f <Z>x" - (1_55—::)])“

n=p

Nous avons donc chaque X, suivant la loi uniforme sur {0, 1} soit en fait la loi de Bernoulli
de parametre % Comme Xi,..., X, sont supposées indépendantes, S, = X; + --- + X, suit
la loi binomiale de parametre n et 1/2.

La variable aléatoire S,, prend les valeurs 0,1,...,n. Ainsi la variable aléatoire T" prend la
valeur : — 0 si pour tout n, S, > A.

*ASin = 1,...,XA= 1,

*A—F].Sin :O,XQZ"':XA+1= ].,*k:A-f-Z.ZASin = - inzoet
Xipr=-=Xay =1

Ainsi T prend les valeurs entieres 0, A, A+ 1,....

Nous avons par définition
(T =k)=(Sk=A)n(Sk_1 < A)
que 'on peut transformer en (valeurs entiéres)
(T=k)=(Sc=2A)n(Sk-1 =A—-1)
et puisque Sy = Sy_1 + X, avec X, € {0,1}.

(TII{J):(SkZA)ﬁ(Sk_le—l)I(Sk_le—l)ﬂ(szl)
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Ainsi
P(T=k)=P((Sk-1=A—-1)n (X, =1))

Or Xi,..., X} sont indépendantes, donc par le lemme des coalitions, X7 + -+ 4+ Xp_1 = Sp_1
est indépendante de X}, et ainsi les événements (Sy_; = A—1) et (X} = 1) sont indépendants,
donc

P(T =k)=P((Sp.1=A—-1)P(Xp=1) = <Z:11>% X % = @:11)%

Q34 D’apres la question Q32, les événements
(T=0),(T=A),T=A+1),...

constituent un systéeme complets d’événements, et ainsi
+oo
P(T=0)+ > P(T=k) =1
k=A

et ainsi . .
E—1\ 1 1 ko) 1
P(T=O)=IZ( )_:1- > ( )_
HA\A-1)2¢ 2 & \A—1)2F

et en utilisant la question Q30 avec z = 1/2, p= A — 1,

1/t

2W:1_1:0

P(T=0)=1

Q35 On utilise la regle de d’Alembert pour les séries non lacunaire (avec cependant k = A) : on a

P(T =k +1) (KA =)k — A) k 1

PT=k  2A-Dk—A+DIk—1)1 2k-A+1) 2

et ainsi Ry = 2. Soit x €] — Ry, Ry[, on a

Gr(z) = ——x

finie, avec

E(T) = Gy(1) = Az(z_f;)f (2 ! w) C1)—24

Ainsi le nombre moyen de tours pour terminer le jeu est F(T) = 2A.

8



Q37 D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements donné
et a I"événement (5,11 < k), on a

P<Sn+1 < k) = S P((Sn+1 < k) M (Xn+1 = E))‘P(Xn-s-l = ﬁ)
£=0
= %M_l P((Sn-H < k) N (Xn+1 = 6))
=0
- %M_lp(sn <k-—10)
=0

Deplus,sil > k+ 1, k—£{<0et P(S, <k—{) =0 et ainsi
1k
P(Sp41 < k) = MZP(SH <k—1)
=0
Q38 On procede par récurrence sur n € N* avec la propriété

Vk:e[[O,A—lﬂ,P(Sngk)z%(nzk)

Pour n = 1, S; = X suit la loi uniforme sur k € [0, M — 1], et on a si k € [0, A — 1],

E+1 1 [1+k
P<Sl<’“>zvzm( 1>

et donc la propriété est vraie au rang 1.
On suppose que la propriété est vraie au rang n, avec n > 1 fixé. Alors d’apres la question
Q37,on asi ke[0,A—1],

k
P(Spa1 <k) = — > P(S, <k -1

1
M (=0

et ainsi en utilisant I’hypothése de récurrence

k
1 1 (n+k—V4
P(5n+1<k>zwz—n( n >
puis par la relation donnée par 1’énoncé, nous obtenons

1 n+1+k
P(Sn+1<k>:W( nt1 >

ce qui acheve la récurrence.

Q39 Soit w € , si T'(w) > n, alors par définition de T, S,(w) < A, et inversement. Donc (7 >
n) = (S, < A). On considére alors la série numérique

DI P(Sy<A)=)> P(S,<A-1)

n=0 n=0
c’est a dire en fait
= Mn n = Mn A—-1
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soit encore en décalant ’indice de sommation

1 _ 1
) WQL):M“ 2 W(A711>

n>A—1 n=A—1

dont on connait déja la convergence, avec

+00 1 1
Z B _ _ MAT
) 7

n=A—1

et ainsi d’apres le rappel, la variable aléatoire T" admet une espérance finie, et on a

soit encore
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