Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin — PC

Devoir n°1

Exercice 1 :
Soient n € N* et 1’équation pour x > 0,

On pose pour n € N*et . >0, fo(z) =2"+ 2" 1 4+ + 2 — 1.

1. Montrer que I’équation (E,) posséde une unique solution que ’on no-
tera x,. On définit ainsi une suite (z,)pen+. dans Ry et que l'on a
Ty € [%, 1}. Préciser .

2. Montrer que la suite (x,) est monotone. On pourra utiliser f,1(z,).
3. En déduire que la suite (z,,) est convergente.

4. Déterminer la limite ¢ de la suite (x,). On montrera que si n > 2, on

a

_ ..n+l
2z, — 1 =x,,

4) Déterminer un équivalent simple de (z, — ) ; c’est plus difficile, on

trouvera
1 1

T Ty Y onvee



Exercice 2 :

On consideére la suite (u,) définie par ug > 0 et la relation de récurrence

1
Vn e N, U, =
" tnt1 24+ u,
1
Pour x > 0, on pose f(x):2+ )
x

1. Représenter la suite (u,,). Que peut-on conjecturer ?

2. Montrer que ]0, +0o] est stable par f. En déduire que la suite (u,,) est
bien définie.

3. Montrer que la fonction f admet un unique point fixe ¢ que 'on pré-
cisera.

4. Exprimer u,,; — ¢ en fonction de u, — ¢ pour tout entier n et en

déduire que
1

“lu, — ¢

FLC

Montrer aussi que u,+1 — ¢ est de signe opposé au signe de u,, — /.

\V/’TLGN, |un+1_£|<

5. Montrer que
1
VneN, |u, — (| < 4—n|u0—€\

et conclure.

6. Dans cette question, on propose une autre méthode, plus générale,
sous forme guidée. On suppose que uy # £.

(a) On considere ici f définie sur R\ {—2}. Montrer que f admet deux
points fixes noté £ donc et ¢. Nous allons exploiter ce second point
fixe.

_ up—t

(b) On pose pour tout entier n, v, = “»=7. Justifier que la suite (v,)
est bien définie, ne s’annule pas, et exprimer v, ; a 'aide de v,
(on utilisera la question 4). On trouvera

Vn €N, vpi1 = qun

avec ¢ a préciser. On trouvera ¢ = %’ < —1.
(¢) En déduire v, pour tout entier n puis u,, en fonction de ¢, ¢ et .

(d) Retrouver la limite de la suite (u,).



