Devoir surveillé Lycée Jean Perrin
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Devoir surveillé n°4

4 heures

Exercice A :

On considere la série enticre E (—1)"na**t de rayon R.

1.
2.

3.

4.

n=0
Déterminer R.

z ’ . ERN 1
Rappeler le développement en série entiere en 0 de z — .
+o00o
Sur | — R, R[, calculer la somme f(z) = Z(—l)"“najz”“.
n=0
Montrer alors que la fonction f peut étre prolongée en une fonction de classe C* sur R, que
I'on notera g. Que vaut g(R) et g(—R)?

n+1 2n+1 9

Quel est le domaine réel de convergence de la série entiere Z(—l) nx

n=0

La convergence de la série de fonctions Z:(—l)”“nx%Jrl est-elle uniforme sur | — R, R[?

n=0

Exercice B :

On rappelle qu’'une involution de {1,...,n} est une application s : {1,...,n} — {1,...,n} telle que
sos(k) =k pour tout k € {1,...,n}, c’est a dire s o s = id ou encore s bijective avec s™1 = s. On
note I, le nombre d’involutions de {1,...,n} et on convient que I, = 1.

SANE I

(*) Déterminer I et Io.
(*) Combien y-a-t-il de bijections de {1,...,n} sur {1,...,n}?

(*) Dessiner les bijections de {1,2,3} sur {1,2,3} et en déduire I3.
(

(

) Démontrer que, sin > 1, alors [, = I, + nl,_;.

In

ns0 2" converge pour tout z de | —1,1[. On

*) Démontrer que la série entiere S(z) = )
note S sa somme.

(**) Justifier que, en partant de la relation de récurrence ci-dessus, que pour tout x €] —1, 1],
ona S (z)=(1+2z)S(z).

7. En déduire une expression de S(z) a I'aide de fonctions usuelles.

8. En déduire une expression de I,, (& l'aide d’une somme).



Sujet A

Partie I :

1. (*) Rappeler le développement en série entiere de la fonction Arctan, ainsi que son rayon de

+o0 k
1 1
convergence. En déduire la valeur de la somme de la série numérique — .
Ve v K Z( 3 ) 2k + 1
2. (**) Montrer que le développement en série entiere de la question précédente converge uni-
+o0 k
(1)
fi t 0,1 lle est 1 de 1 E ?
ormément sur [0, 1]. Quelle est la somme de la série numérique 2k; 1

3. (*) Calculer la primitive de la fonction Arctan qui s’annule en 0 (on intégrera par parties).
(**) En déduire la valeur de la somme
~ (2k +1)(2k + 2)

4. (*) Donner le développement en série entiere de la fonction x +— In (}*i ) et son rayon de

convergence. (*) Exprimer pour |z| < 1, a l'aide des fonctions usuelles, les somme des deux
séries

“+o00 “+o00
x4n+1 x4n+3

:04n—l—1 n:04n+3

Partie 1T :

On considere 'équation différentielle

(E)  2x(z+1)y" +(Bz+3)y +y=0

—+00

1. (**) Déterminer une fonction développable f(x) = Zanm” en série entiere en 0 qui soit
n=0
solution de (E). On précisera le rayon de convergence de la série.

2. (**) Exprimer f(z) a l'aide des fonctions usuelles. On séparera les cas © > 0 et < 0 et on
utilisera les résultats de la partie 1.

3. (*) Sauriez-vous trouver une solution de (E) sur |0, +o00[?

Partie II1 :

On considere la série de fonctions de termes général

x4n+1 I2n+1

un(ac) =

dn+1 4n+3
1. (*) Déterminer le domaine de convergence. On déterminera selon les valeurs de x un équivalent

simple de |u,(x)|.

2. (*) Donner une expression simple de sa somme S(x Z up, () sur intervalle ]0, 1[.

(*) Quelle est la limite de S(z) quand z tend vers 1 par valeurs inférieures ?

3. (**) Calculer S(1) (on utilisera 1.2.). En déduire que la série ne converge pas uniformément
sur [0, 1] ni sur [0, 1].



Sujet B

On pose pour tout x réel

s
2

J(x) == /0 cos(x sin t)dt

La fonction J intervient dans la résolution de nombreux problemes de Mécanique et de Physique.
Elle est appelée fonction de Bessel de premiere espece d’ordre 0.
1. Développement en série entiere de la fonction J.

(a) Justifier que pour tout z réel, J(x) est bien défini et que l'on a

7"+OO(

J(x) = % /0 : Z% (;;;T(x sin £)27dt

(b) Soit x réel fixé; on pose pour tout t de [ = [O, g},

(=1

el (sint)"

fn<t> =

Montrer que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur /.

(c) En déduire que J est développable en série entiere sur R et préciser les coefficients du
développement a l'aide de

: 2
an :/ (sint)*"dt
0

ou n est un entier. On ne cherchera pas a calculer les coefficients a,, pour I'instant.
2. Calcul des coefficients a,,.
(a) Calculer ay.
(b) Soit n > 1, en écrivant

s s

2 2 ? 2n—1
/ (sint)="dt :/ sint(sint)<" " dt
0 0
et en intégrant par parties, montrer que
a, = (2n — 1)(ap—1 — an)

et en déduire a,, en fonction de a,_;.

T (2n)! T (2n
VneN, a, = 22n+1 (]2 = 92nt1 (n)

(c) Montrer que

(d) En déduire que pour tout x réel

Que peut-on en déduire pour la fonction J 7

3. Montrer que la fonction J est paire et calculer J(0). Montrer aussi que la fonction J est bornée
et préciser sa norme infinie.



4. Pour x > 0, on pose

Rolx) = i ((;!?; 5)"

Préciser le signe de Ry(x) et Ro(z), lorsque = €]0,6[. En déduire sur cet intervalle, un enca-
drement de J par deux fonctions polyndémes de degré au plus égal a 4 que 1'on précisera.




