Devoir surveillé Lycée Jean Perrin

PC

Devoir surveillé n°4

4 heures

Exercice A :

On considere la série enticre E (—1)"na**t de rayon R.

1.
2.

3.

4.

n=0
Déterminer R.

z ’ . ERN 1
Rappeler le développement en série entiere en 0 de z — .
+o00o
Sur | — R, R[, calculer la somme f(z) = Z(—l)"“najz”“.
n=0
Montrer alors que la fonction f peut étre prolongée en une fonction de classe C* sur R, que
I'on notera g. Que vaut g(R) et g(—R)?

n+1 2n+1 9

Quel est le domaine réel de convergence de la série entiere Z(—l) nx

n=0

La convergence de la série de fonctions Z:(—l)”“nx%Jrl est-elle uniforme sur | — R, R[?

n=0

Exercice B :

On rappelle qu’'une involution de {1,...,n} est une application s : {1,...,n} — {1,...,n} telle que
sos(k) =k pour tout k € {1,...,n}, c’est a dire s o s = id ou encore s bijective avec s™1 = s. On
note I, le nombre d’involutions de {1,...,n} et on convient que I, = 1.

SANE I

(*) Déterminer I et Io.
(*) Combien y-a-t-il de bijections de {1,...,n} sur {1,...,n}?

(*) Dessiner les bijections de {1,2,3} sur {1,2,3} et en déduire I3.
(

(

) Démontrer que, sin > 1, alors [, = I, + nl,_;.

In

ns0 2" converge pour tout z de | —1,1[. On

*) Démontrer que la série entiere S(z) = )
note S sa somme.

(**) Justifier que, en partant de la relation de récurrence ci-dessus, que pour tout x €] —1, 1],
ona S (z)=(1+2z)S(z).

7. En déduire une expression de S(z) a I'aide de fonctions usuelles.

8. En déduire une expression de I,, (& l'aide d’une somme).



Sujet A

Partie I :

1. (*) Rappeler le développement en série entiere de la fonction Arctan, ainsi que son rayon de

+o0 k
1 1
convergence. En déduire la valeur de la somme de la série numérique — .
Ve v K Z( 3 ) 2k + 1
2. (**) Montrer que le développement en série entiere de la question précédente converge uni-
+o0 k
(1)
fi t 0,1 lle est 1 de 1 E ?
ormément sur [0, 1]. Quelle est la somme de la série numérique 2k; 1

3. (*) Calculer la primitive de la fonction Arctan qui s’annule en 0 (on intégrera par parties).
(**) En déduire la valeur de la somme
~ (2k +1)(2k + 2)

4. (*) Donner le développement en série entiere de la fonction x +— In (}*i ) et son rayon de

convergence. (*) Exprimer pour |z| < 1, a l'aide des fonctions usuelles, les somme des deux
séries

“+o00 “+o00
x4n+1 x4n+3

:04n—l—1 n:04n+3

Partie 1T :

On considere 'équation différentielle

(E)  2x(z+1)y" +(Bz+3)y +y=0

—+00

1. (**) Déterminer une fonction développable f(x) = Zanm” en série entiere en 0 qui soit
n=0
solution de (E). On précisera le rayon de convergence de la série.

2. (**) Exprimer f(z) a l'aide des fonctions usuelles. On séparera les cas © > 0 et < 0 et on
utilisera les résultats de la partie 1.

3. (*) Sauriez-vous trouver une solution de (E) sur |0, +o00[?

Partie II1 :

On considere la série de fonctions de termes général

x4n+1 I2n+1

un(ac) =

dn+1 4n+3
1. (*) Déterminer le domaine de convergence. On déterminera selon les valeurs de x un équivalent

simple de |u,(x)|.

2. (*) Donner une expression simple de sa somme S(x Z up, () sur intervalle ]0, 1[.

(*) Quelle est la limite de S(z) quand z tend vers 1 par valeurs inférieures ?

3. (**) Calculer S(1) (on utilisera 1.2.). En déduire que la série ne converge pas uniformément
sur [0, 1] ni sur [0, 1].



Sujet B

On pose pour tout x réel

s
2

J(x) == /0 cos(x sin t)dt

La fonction J intervient dans la résolution de nombreux problemes de Mécanique et de Physique.
Elle est appelée fonction de Bessel de premiere espece d’ordre 0.
1. Développement en série entiere de la fonction J.

(a) Justifier que pour tout z réel, J(x) est bien défini et que l'on a

7"+OO(

J(x) = % /0 : Z% (;;;T(x sin £)27dt

(b) Soit x réel fixé; on pose pour tout t de [ = [O, g},

(=1

el (sint)"

fn<t> =

Montrer que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur /.

(c) En déduire que J est développable en série entiere sur R et préciser les coefficients du
développement a l'aide de

: 2
an :/ (sint)*"dt
0

ou n est un entier. On ne cherchera pas a calculer les coefficients a,, pour I'instant.
2. Calcul des coefficients a,,.
(a) Calculer ay.
(b) Soit n > 1, en écrivant

s s

2 2 ? 2n—1
/ (sint)="dt :/ sint(sint)<" " dt
0 0
et en intégrant par parties, montrer que
a, = (2n — 1)(ap—1 — an)

et en déduire a,, en fonction de a,_;.

T (2n)! T (2n
VneN, a, = 22n+1 (]2 = 92nt1 (n)

(c) Montrer que

(d) En déduire que pour tout x réel

Que peut-on en déduire pour la fonction J 7

3. Montrer que la fonction J est paire et calculer J(0). Montrer aussi que la fonction J est bornée
et préciser sa norme infinie.



4. Pour x > 0, on pose

Rolx) = i ((;!?; 5)"

Préciser le signe de Ry(x) et Ro(z), lorsque = €]0,6[. En déduire sur cet intervalle, un enca-
drement de J par deux fonctions polyndémes de degré au plus égal a 4 que 1'on précisera.




Devoir surveillé 4 : correction Lycée Jean Perrin

PC
Exercice A :
1. La série entiere est lacunaire.
Si z =1, ((=1)n + 1nz®"™) ne tend pas vers 0 puisque |(—1)"T'nz? 1| = 1. Ainsi déja
R <1
Si |z| < 1, ((—1)""'nz?*1) tend vers 0, puisque par croissance comparée, (z*"™!) s'impose et
donc est bornée. Ainsi R > 1.
Finalement, R = 1.
1 -
2. On sait que si || < 1, alors = —1)"a™.
que si |z T2 %( )
3. Ainsi, par dérivation terme a terme d’une série entiére, nous avons sur | — 1, 1]
1 o=
- -1 nnxnfl
(1+2)? ;( )
d’ott appliquée a x?, puisque x? € [0, 1, en changeant aussi le signe
1 <
— -1 n+1nx2n—2
o S
puis en multipliant par 3,
x3 <%
_ 1yt 2t ()
EE R W) @)
4. La fonction g : z — ﬁ est une fonction de classe C* sur R, et on a f(z) = g(x) sur

] =1, 1[. Donc la fonction f peut se prolonger en la fonction g de classe C* sur R. Nous avons

g(=1) = ——.

g(1) = 1

1
4
5. Par contre, la série entiére ne converge ni pour x = 1, ni pour x = —1 puisque dans les

deux cas, son terme général ((—1)""'nz?*1) ne tend pas vers 0. Ainsi le domaine réel de
convergence de notre série entiere est | — 1, 1[.

6. Si la convergence était uniforme sur | — 1, 1[, comme chaque fonction f,, admet comme limite
(—1)"*1n lorsque = tend vers 1, d’aprés le théoréme de la double limite, la série numérique
Z@O(l)”“n devrait étre convergente, ce qui n’est pas le cas. Ainsi la série de fonctions n’est
pas uniformément convergente sur | — 1, 1[ (et pas non plus ni sur [0, 1[, ni sur | — 1, 0].)

Exercice B :

1. [ =1, 1, =2
2. On sait qu'il y a n! bijections de {1,...,n} sur {1,...,n}.
3. Nous avons 6 permutations sur 3 éléments

et seules les 4 premieres sont des involutions, et ainsi I3 = 4.



4. 'y a I,41 involutions de {1,...,n+ 1}. Parmi les involutions de {1,...,n + 1}, il y a celles

qui :

— vérifient f(n+1) =n+ 1 : alors la restriction e f a {1,...,n} est une involution : il y en a
L,.

— vérifient f(n + 1) = a, 1 < a < n soit n choix possibles pour cette valeur de a; alors
f(a) = n+1, et la restriction de f a {1,...,n} \ {a} est bien définie et est une involution,

sur un ensemble de n — 1 éléments. Il y en a nl,_;.
Donc I,y =1, +nl, ;.

. Notons R le rayon de la série entiere. On sait que I,, < n! d’apres 2. Ainsi % < 1 et donc

R> R (> z") =1, d’ou le résultat.
. Soit x €] — 1, 1], on sait que

+mA[ . +o0 I . +K>I+l
S(I):;Ex Zn —;(n_1)|x —Z% p
et ainsi par exemple
400 I
(o) = 3 it =y 3 e
n=0

— 1+Z—]n +TZ[”1$”
_1+Z x"+z(n_1
:1+S( )—1+zS(x)=(1+x)S(x)

. Ainsi S est solution sur | — 1, 1] de I’équation différentielle y' — (1 + z)y = 0, dont les solutions
sont les fonctions

T et T
Comme S(0) =Ip=1,onasur | —1,1[, (A =1)

. On écrit alors

400 +
. 22 xn xQn
S(x) =e"ez = E —
n! 2nn
n=0 n=

et nous devons faire un produit de Cauchy peu sympathique. Posons

“+o00
L
ewzg anx" p 5 b,z"
n=0

nous avons
—+o0 +u>]
S(x) = 5 Cpa’ = g L
n!
avec donc



et ainsi

1 n!
I, = _
D DT o]

0<2k<n

Par exemple, pour vérification,

13 1
Li=4= S — 2 1 _x6=4
3 2 FREB_28) 2

0<2k<3

etI4:13+312:4—|—6:10,

A 1 |
L= S - & 124 x12=10
=2 ST T R

0<2k<4

Sujet A :

Partie I :
1. On rappelle que pour = €] — 1,1]

R —— R ——
k k., .k
=y =Y (-1
1—=zx k_OZ. 1+.’17 k—0< ) o

et ainsi

1 =
k, 2k
5= E (=1)%z
14+x —
et par intégration

“+o0
Arctanx = Z %I%H
P

le rayon étant 1. Ainsi, pour x =

I

al-

1 (- 1 X /-1\" 1
A t —_— = = — R
reanTs 2% + 1/33h ﬁ%(:&) % + 1

k=

o

et ainsi

+o0o k
—1 1 1 ™3
Y (= =V3A =
< ) 1 \/§ rctan \/3 6

2. Soit x € [0, 1], la série numérique
+

g

(=1)* 2R+
‘ 2k +1

=
Il

est une série alternée, et elle vérifie le critere spécial de Leibniz puisque la suite (z21) est

décroissante (strictement décroissante vers 0 si € [0, 1] et constante si x = 1 et la suite
$2k+1
2%k+1

Ainsi la série est convergente, on sait que le reste R, (x)défini par

<_2k1+1) décroissante vers 0 et donc ainsi par produit, la suite ( ) est décroissante vers 0.

+00 (_1)kx2k+1

Ba@)= 3 51

k=n+1

7



vérifie

22+ 1)+
R,
[n () 2n+1)+1
et donc )
R, (z)] <
[ ()] 2n+3
On en déduit que
1
Rn o <
I B llooons 5=

et donc la suite numérique (|| R, [|o,0,1)) converge vers 0. Ainsi la suite des restes (R,)

+o0 k

-1
converge uniformément vers la fonction nulle et donc la suite de fonctions g %x%ﬂ
=0

converge uniformément sur [0, 1]. Comme il s’agit d’une série de fonctions continues, la somme
S définie une fonction continue sur [0, 1]. Ainsi la relation

+o00
Arctanx = Z 2(];—1)klx2k+1 = S(z)
o T

vraie pour x €] — 1, 1] peut étre prolongée en 1, et donc

(1)

— 2k+1

™
= Arctanl = —
rctan 1

. En intégrant par parties, pour tout x réel, on a

v Tt 1
/ Arctan tdt = [t Arctant]; — / dt = x Arctanz — — In(1 + %)
0 0 1+t 2
Or on a vu que la série de fonctions
+oo
(—1)* 2+
2k+1

Il
o

n

qui est une série de fonction continues sur [0, 1] converge uniformément sur [0, 1], et ainsi
d’apres le théoreme d’intégration terme a terme, on a la convergence des termes en jeux et

1 too +0oo 1 (_1)k
2k;+1 — 2k+1d
[ g = 3 [ as

soit encore
1 S,
A p—
/0 rctan zdx ;(2k+1)(2k+2)

d’ou puisque

1
/ Arctan zdx = Arctan1 — %ln 2
0

<= (—1)k 7 In2
z:% (2k+1)(2k+2) 4 2




4. Soit z €] — 1,1], on a

n=1
et aussi
+oo "
In(l—z)=-» —
n
n=1
d’ou . .

142 o0 (_1)71—1 +1 00 x2n+1
| = In(1 —In(l—2) = ~— " =2
n(l—x) n(l+2) —In(l - 2) ; n ’ ~2n+1

Donc

+00  on41
1
+ x) 5 x

—1,1[,1
v €l ’[’n<1—x — 2+ 1

On a donc un rayon R avec R > 1. De plus, pour x = 1, la série diverge puisque son terme

général est _2nl+1 équivalent a % et positif. Ainsi R = 1.
Sur | — 1, 1], on a alors

1 14+2 +oo x2n+1 +oo (_1>nx2n+1 +oo x4n+1

—In Arctanz = -t =9

2 (1—x)+ ;2n+1+; 2n+1 n:04n—|—1
et ainsi .

X gt 1+ 1
=-1 — Arct
An+1 4n<1—x)+2 retan e

et de la méme fagon

—_

[\]

+0oo 4n+3 1 1
v =—In T — — Arctanz
In+3 4 1—=x

Partie II :
1. Soit une série entiere > a,x" de rayon R avec R > 0. On pose sur | — R, R|

+oo

fz) = Z anx"

n=0

On sait que f est de classe C*™ sur | — R, R| que I'on peut dériver terme a terme et ainsi

+o00 +o0 +oo
f(z) = Znanx"_l = Z na,x" = Z(n + Dapz"
n=0 n=1 n=0
puis
+oo +oo
f(x) = Zn(n —1a,z" % = Zn(n — Dayz"?
n=0 n=1
+0o0 “+o0o
= Z(n + Dna, 2" = Zn(n — Dayz™?
n=0 n=2
+0o0o
— Z(n +2)(n + 1)ay, 22"
n=0



Alors f est solution de (F) si et seulement si pour tout = de | — R, R, on a
207 f" + 2z f" + bxf' +3f +y=0

soit en remplacant

+o00 +00 +o00 +00o 400
Z 2n(n — 1)apz™ + Z 2(n + Dnapa™ + Z Sna,x"™ + Z 3(n+ 1apz™ + Z apx’™ =0
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

soit encore par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle

+oo
Z 2n(n — Da, + 2(n + )na,11 + d5na, +3(n+ 1)aps1 + a,) 2" =0

n=0

soit encore
Vn e N, 2n(n—1)+5n+ 1a, + 2n(n+ 1) + 3(n+ 1)]a,.1 =0
soit encore
VneN, (2n*+3n+ a, + (n+1)(2n + 3)a,1 =0
c’est a dire
2n+1)(n+1) 2n+1

VneN, app1 = — = .
et = T T s ) 20t 3"

soit encore en itérant (ou en faisant une récurrence)

(-1

VneN, a, =~
" = oy 1%

La série entiere Z 2(__’_) 1:13” est de rayon 1. Ainsi les solutions de (F) développables en séries
n

entiere en 0 sont les fonctions f définies

sur au moins | — 1, 1[.

2. Six €]0,1], on écrit

1 <= (=1)" oni1  Arctan/z
f(z) —GO%;QH+1(\/5) - =G0 =

Siz el —1,0],

) = a0y S e = —Atﬁ_“‘_

3. Ainsi la fonction f : z — %5 est une solution de (£) sur |0, 1[. On peut alors vérifier que
en fait elle est solution sur |0, 00[ en calculant f'(x) et f”(z).

Partie I11 :

10



1. Pour z €] — 1,1],

2n—+1 4 3 2n 2n+1
() = x <(n—|— ) _1) N
n—-+o0o

4n + 3 4dn +1 4dn + 3
et ainsi
[z |2n+1 i1
n < n
uale)] v g <laP <ol

et ainsi la série > |u, ()| est convergente, donc » _ u,(z) absolument convergente donc conver-
gente.

Siz=1ouz=-—1,

1 1 2 1

) = T T T s T a3 e

et ainsi la ) |u, ()| est convergente, donc > u, (x) absolument convergente donc convergente.

Si |z| > 1, i
T n

|un ()]

et ainsi la série Y u, () est grossierement divergente.

~ — +00
n——+oo 4n -+ 1 n—+o0

On en déduit que le domaine réel de convergence est [—1, 1].

. Siz €]0,1], les deux séries

4An+1 4An+1

T T
>04n+1 = dn +1

nz nz

sont convergentes et ainsi d’apres la question I.4.

+oo A+l +oo g2+l

S(x) - Z4n+1_ 4n+3

4An+2
1
= 4_1 ( Tt >+ Arctan:c—z\/_ 3
1 1 1 +oo An+3
= - — Arctany — — VT
4 2 ot dn + 3
1 1 1 1
- Zln( )+2Arctanx—4ﬁln<1tﬁ) 2\/_Arctan\/_

S(z) est la somme de

1 1
1 In(1+z)+= 5 Arctan x — Arctan /x

1
G CR .

qui admet une limite finie en 17 qui est

1 1 1 1
Zln2+§Arctan1 — Zln2+§Arctan1 = Arctan 1 :%

et

1
—Zln(l—x)+vln(1—\/_)

11



dont on étudie le comportement en 17, la limite de la somme étant indéterminée :

1 1
[— In(1 4 v/z) — In(1 — \/5)4—%111(1 - ﬁ)]

T

I R e

{— In(1+ /) + ! ?/Eﬁ In(1 — \/5)}

dont la limite en 17 est —IHTQ. Ainsi

T —1n?2
lim S(z) =
Jm () = —;
3. Nous avons
ldn+1 4n+3] dn+l dn+3
2N+1 n
_ (-1)
o 2n+1
R GV
Notoo £=2n+1 4

et ainsi S(1) = 7.

Les fonctions w,, sont continues sur [0, 1]. Si la série Y u,, était uniformément convergente sur
[0, 1], sa somme S serait continue sur [0, 1] ce qui n’est pas le cas puisque S(1) # lim, ,;- S(z).
Ainsi la série de fonctions > u, ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Si la série de fonctions ) w, était uniformément convergente sur [0,1[, on aurait comme
> uy,(1) est convergente,

15 = S lloo.fo.y= max{[} S = Sh [loc oar, [S(1) = Su(1)[}

qui converge vers 0 et ainsi la série de fonctions ) u, serait aussi uniformément convergente
sur [0, 1], ce qui n’est pas le cas.
donc la série de fonctions ) u, ne converge pas uniformément sur [0, 1] non plus.

Sujet B :

1. (a) Soit z € R, la fonction ¢ — cos(zsint) est une fonction continue sur le segment [0, 2] et
on peut donc définir I'intégrale

Wl

/ cos(x sint)dt
0

et ainsi J(z) est bien défini. Comme pour tout u réel on a

=~ (=D
CoOSUuU = Z (2n)' u

n=0

on obtient si x réel

2 [ , 2
J(x) = —/ cos(zsint)dt = —/
T Jo T Jo

12

Bl

’ ; ((;1)71 (zsint)?"dt

n)!



(b)

Soit t € [0, g], on a

|x|2n
nll)] <
et ainsi || fo || < % Or la série numérique
> o
(2n)!

n=0

est convergente, et ainsi la série Y || f,, || aussi. Donc la série de fonctions > f,, converge
normalement sur ¢ € [0, %]

La série de fonctions ) f, converge normalement sur t € [0, E} et les fonctions f, sont

2
continues, ainsi on peut intégrer terme a terme et ainsi

2 [T 1y 23 [ 1y
J(z) == int)*dt = = in¢)*"dt
(x) 7r/0 nz:% @) (rsint) W;/o @) (xsint)
+00
2(=1)™
J(x) = —_— /
; [7?(271)! B
et cela pour tout x réel. Ainsi la fonction J est développable en série entiere en 0 et cela
avec un rayon infini.

soit encore

[ME]

(sin t)Q”dt] 2"

Onaay= 3.

Soit n > 1, nous avons par intégration par parties

: 2 : on—1
a, = / (sint) ”dt/ sint(sin )™ dt
0 0

s

2
—/ —cost(2n — 1) cost(sin t)**~2dt
0

= [~ cost(sint)** ]

(.

=)
\ (N

~~
=0

jus

= (2n—1) /2 cos? t(sin t)*"~2dt
0

3
= (2n—1) / (1 — sin® ¢)t(sint)**2dt
0

= 2n—1(ap-1 —ay)
et ainsi 2na, = (2n — 1)a,_; soit finalement la relation de récurrence simple
2n —1
2n
On trouve empiriquement la formule donnée facilement en itérant la relation précédente.

Pour la démontrer, on procede par récurrence sur n. La relation est vérifiée si n = 0. On
la suppose vraie au rang n. Alors

2n+1

Gt = 5 2%

2n+1 T (2n)!
2n+2 22+l (pl)2
T (2n)!(2n + 1)(2n + 2)
22n+2 © (n+1)(2n 4+ 2)(n!)?
T (2n +2)!
22n+3 ((n_|_ 1)[)2

Yn>1,a,= [

13



ce qui acheve la récurrence.

(d) On en déduit que si z € R, on peut écrire en reportant
+00
(=1)" (a2
-0 )
(@) ; (n)? \2

Ainsi la fonction de Bessel J est développable en série entiere en 0 avec une série entiere
de rayon infini.

. Soit x € R, on a

s 9 s
J(—z) == /02 cos(—xsint)dt = — /02 cos(xsint)dt = J(x)

™

Ainsi la fonction J est une fonction paire. On a de plus, soit par la définition, soit par I'ex-
pression en série entiere :

J(0)=1
D’autre part, on a si x réel,
2 [z _ 2 3
|J(x)] < —/ | cos(zsint)|dt < —/ dt =1
T Jo T Jo
Ainsi || J [|»< 1, et comme J(0) = 1, on a finalement || J ||oo= 1.

. Soit x €]0, 6[, la série numérique

> G (3)

est une série alternée. Posons pour n € N,

n!
La suite (a,) converge vers 0 puisque
37’1/
an X _‘
n!
On a aussi
an+1 T 3

= < <
an 2(n+1) " n+1

mais & partir de n = 2 uniquement. Ainsi (a,),>2 est décroissante, vers 0. Son carré aussi.

Ainsi la série alternée
N=NEN
(n!)? \2

vérifie le critere spécial des séries alternée, a partir du rang 2. On peut alors en déduire que
Ry (z) et Ry(x) sont du signe du premier terme de leur série, c’est a dire positif et négatif. On
a alors

x? z?
-z >1-2
J(%) 4 —|—R1(l’) 4
et 2 4 2 4
x I‘ .7} J?
Jxz)=1—-—+—+R <l—-—+—
(z) A +32+ 2(7) 4 +64
et donc finalement ) 9 4
€T xr xr
[ 1 R R
7 S @) 1 6

ce qui se représente graphiquement (les deux fonctions encadrantes)
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