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Devoir en temps libre n°4

Autour des matrices tridiagonales

Pour tout n € N, n > 2, on pose

_— O
o =
_ O

o]

o = O

et on note I,, la matrice identité d’ordre n.
Pour toute matrice M de M,,(R), par convention M° = I,,.
Les trois sous-parties A, B et C' sont indépendantes.

Partie A : Cas des matrices 3 x 3 et 4 x 4 — Applications en physique et chimie

1. Préliminaires

Soit n € N*. Soient A et B deux matrices de M, (R). On suppose qu'il existe P € M, (R)
inversible telle que A = PBP~!,

(a) Montrer que pour tout k € N, A¥ = PB*P~1,

N N
(b) En déduire que pour tout N € N, pour tout ag, . ..,ay dans R : Z aAF = P <Z akBk) Pt
k=0

k=0
c’est a dire, que pour tout polynéme @, on a Q(A) = PQ(B)P~'.
M O - 0
(c) Expliciter Q(B) lorsque B est la matrice diagonale : 0 " | et Q un poly-
0 0 A,
nome.

2. Diagonalisation d’une famille de matrice 3 x 3

On considere dans cette question les matrices Az =

[ =)

1
0
1

O = O

0
et J=10
1

O = O

1
0
0

(a) Déterminer une matrice diagonale D3 et une matrice inversible Pj telles que Az = P3D3P3_1.
On trouvera Sp(As) = {—+/2,0,1/2}. On ne cherchera pas & calculer P~



a ¢ b
(b) On consideére 'ensemble F = < M(a,b,c)= | ¢ a+b c||(a,b,c) € R
b ¢ a

Montrer que F = Vect((As, J, I3). En déduire que F est un sous-espace vectoriel de M3(R)

et en donner une base ainsi que la dimension.

(c) Exprimer A2 en fonction de J et de I3.

(d) Soit M(a,b,c) appartenant & F. Exprimer M (a,b,c) en fonction de I3, A3 et AZ.

(e) A laide de la question 1, en déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice

M (a,b,c).

. Application en physique

On considere, dans cette question, la matrice A3 =

o = O

1
0
1

o = O

. On considere un systeme

de 3 oscillateurs couplés, ou les 4 ressorts sont identiques et de constante de raideur k. Les
positions des masses m sont repérées par leurs abscisses x1, x9 et x3 a partir de leur position
d’origine respective Oy, Oy et O3, positions pour lesquelles les ressorts ne sont pas tendus. on

suppose qu’on lache les masses aux abscisses x1,,, Ta, €t X3, sans vitesse initiale.

FI1GURE 1 - 3 oscillateurs couplés

On montre, en appliquant le principe fondamental de la dynamique et en posant w?
wo > 0 que les abscisses x1, 9 et x3 vérifient le systéeme différentiel

() = —2wiz(t) + wiza(t)
(S1) S x4(t) = wiay(t) — 2wWiza(t) + wizs(t)
zy(t) = wira(t) — 2wizs(t)
T
On pose X = | 29
T3

(a) Déterminer une matrice Mj telle que (S7) s’écrive X" (t) = M3 X ().

(b) Exprimer cette matrice M3 en fonction de As et de I3.

=k avec
m

(c) En déduire une matrice D} diagonale et une matrice Pj inversible telles que M3 =

PDL Py

(d) Résoudre alors le systeme (S1), c’est a dire déterminer les expressions de 1, =2 et x3
en fonction de t et des conditions initiales xy,,, Tomet x3,. On posera X = PY et on

déterminera en premier Y.



4. Application en chimie

0100

. . . 1010

On considere dans cette question la matrice Ay = 010 1
0010

Dans le modele quantique de I'atome, on ne considere plus que les électrons d’un atome sont
en orbite circulaire autour du noyau, mais occupent de maniere probabiliste certaines régions
de I'espace autour du noyau. Une orbitale atomique correspond a une région de I'espace dans
laquelle on a 95% de chance de trouver un électron considéré. Pour une molécule, constituée
de plusieurs atomes, on parle d’orbitale moléculaire. En 1930, Hiickel! publie une méthode
permettant de déterminer des orbitales moléculaires qui conduit a diagonaliser des matrices
tridiagonales.

FIGURE 2 — trans-butadiéne

Par exemple, si on s’intéresse a la construction des orbitales moléculaires du trans-butadiene
(figure 2), les orbitales moléculaires, notées m, sont des combinaisons linéaires d’orbitales
atomiques, notées respectivement py, ps, p3 et ps des atomes de carbone, elles s’écrivent sous
la forme m = Cip; + Cops + Csps + Cypy. On est alors amené a déterminer les valeurs de ¢,
pour lesquelles il existe C, Cy, C5 et Cy réels non tous nuls, solutions du systéme

aCy + B0, =eC)
BCL 4+ aCy + BCs = eCh
BCy + als + BCy = ¢eCs
BCs 4+ aCy =eC)

(52)

H——-C C—H
N/
H H

FIGURE 3 — cis-butadiéne

Les différentes valeurs de € que l'on va trouver correspondent aux énergies des différentes
orbitales moléculaires possibles. « et 5 sont des constantes données, indépendantes des atomes
de carbone considérés. La constante o correspond a une énergie propre a l'atome de carbone.
La constante [ correspond a une énergie d’interaction entre deux atomes de carbone voisins.

1. Erich Armand Arthur Joseph Hiickel (1896 — 1980) Physicien et chimiste allemand



(a)

A la recherche des valeurs propres et vecteurs propres de quelle matrice correspond la
recherche des e, pour lesquelles il existe Cy, Cs, C3 et Cy non tous nuls , solutions de
(52)7

On note M, cette matrice.

Exprimer M, en fonction de I et de Aj.

On admet que si on pose p = %5 (le nombre d’or),

¢ 0 0 0 p—1 ¢ ¢ p-1
o 1-¢ 0 0 I R
Di=lo o0 o-1 of®0= 1 1 10 1 |

0 0 0 - p—1 ¢ —p l-p

alors P, inversible et D, = P4_1A4P4.

Déterminer, en fonction de ¢, une matrice D), diagonale et une matrice P; inversible telle
que D, = P, *M,Pj,. En déduire les différentes valeurs de ¢ possibles et, pour chaque
valeur de ¢, les valeurs de C7, Cs, C3 et Cy correspondantes.

On s’intéresse maintenant aux orbitales moléculaires de la molécule de cis-butadiene (cf
figure 3). On souhaite appliquer & cette molécule la méme méthode que précédemment,
mais sans négliger I’énergie d’interaction entre le premier et le dernier atome de carbone.
Quels coefficients de M, doit-on modifier 7 On ne demande pas de calcul.

Partie B : Diagonalisation de A,

Ce serait une belle histoire, mais il est déja un peu tard.
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PC
Partie A

1. (a) On procéde par récurrence sur k € N. Pour k = 0, A° = I, et PB°P~! = PP7! =, et
ainsi on a bien A° = PB°P~!. On suppose que A* = PB*P~! alors

ARt = AAY = (PBPY(PB*P™Y) = PB(P~'P)B*P~! = pBFtip!
———

=I,

ce qui acheve la récurrence. Donc

Vk e N, A¥ = pB*Fp-!

(b) Soit N € N et ay,...,ay des réels, nous avons ainsi en factorisant par P a gauche puis
P~ A droite

N N N
ZakAk - Z a,PB*P1 =P (Z akBkP_1>

k=0 k=0 k=0
N
=P <Z akBk> p!
k=0

Donc

N N
VN €N, V(ag,...,ay) € RN Y "aAh =P (Z akBk> p!
k=0

k=0

(c) Si B est une matrice diagonale, on a

A O - 0 )\1160...0
p=|" vkeN, B = | Y
0 : 0
0 0 X\ 0 0 M
et ainsi
N
> a0 0
k=0
N
San=|
k=0 0
N
0 e 0 Y N,
k=0
N
que 'on peut écrire en posant () = Z ap X",
k=0
Q) 0 -0
0 ) . .
QB) =1 |
: 0
0 0 Q)



2. (a)

(Par le théoreme spectral, A3 étant une matrice symétrique réelle, elle est diagonalisable.)
Il s’agit ici d’effectuer la diagonalisation. On commence par déterminer le polyndéme ca-
ractéristique de As :

A -1 0
Yas(A) = =1 A 0] =M —2x=)\\2—2)
0 -1 A

Ainsi le spectre de Az est {—\/5, O\/ﬁ} Comme nous avons 3 valeurs propres distinctes,
nous retrouvons le fait que Ajz est diagonalisable. On détermine alors les trois espaces
propres (qui sont des droites vectorielles).

y=20 L
A X =0X <= Sz +2=0 <= {x— ° = (z,y,2) = (2,0, —x) = 2(1,0,—1)
y=20
Ainsi Ey = Vect((1,0,—1)). On pose v; = (1,0, —1).
Yy = \/i% y:\/ﬁx
AsX = V2X — T+z=2y <= {z=u2
y:\/ﬁz T+ 2z = 2x = /2y/2x vraie
= (z,y,2) = (z, \/ix,x) = z(1, V2, 1)

Ainsi E 5 = Vect ((1, V2, 1)) on pose vy = (1,/2,1).

Y= —V2z y= —2z
A3 X = V22X = {a+2=-V2y <= <{z=uz
y=—Vv2z T+ 2 =2x = —/2(—/2x) vraie
= (z,y,2) = (z,—V2x,2) = (1, —V/2,1)

Ainsi E_ 5 = Vect ((1, —V2, 1)). On pose vz = (1, —v/2,1) et

0 0 0 1 1 1
Ds=1[0 v2 0 Pa=|0 V2 —/2
0 0 —+2 ~1 1
et on a d’aprés la formule de changement de base D3y = P;'A3P; soit encore Az =

P3D3P3_1, P3 étant la matrice de passage de la base canonique a la base (vy, va,v3).

On remarque que
M(a,b,c) = als + cAs + bJ

et ainsi F = Vect([3, Az, J). Donc F est un sous-espace vectoriel de M3(R). De plus, la
famille (I3, As, J) est génératrice de F et si als+cAs+bJ = 0, nous obtenons M (a, b, c) =0
ce qui entraine bien stir que a = b = ¢ = 0. Ainsi ([3, Ag, J) est libre. On en déduit que
(I3, Az, J) est une base de F, qui est donc de dimension 3.



(c) On a

010
101
010
010 101
A2= (101 02 0| =L+J
010 101

(d) Ainsi
M(a,b,c) = als +bJ + cAs = alz + b(A3 — I3) + cAs = (a — b) I3 + cAs + bA3
(e) Ainsi en appliquant les préliminaires,

M(a,b,c) = (a — b)I3 + cAz + bA3
:P((a—b)13+cD3+bD§) P_l
a—>b 0 0
=Pl 0 a—-b+cvV2+2b Pyt
0 0 a—b—cV2+2b
a—>b 0 0
=D 0 a+b+ 2 0 Pgl
0 0 a+b—+2c

On en déduit que les valeurs propres de M(a,b,c) sont 0,a + b + V2¢,a+b—2c et
(v1,v9,v3) est une base de vecteurs propres.

3. (a) Nous avons
1(t)

(1)
w3(t)
2y (t) —2wp W 0
() | = wi o —2wi Wl
x4(t) 0 wi o 2w
et ainsi on pose
2w W 0
M= | w?@ -2 Wi |=M(-2uwg 0w
0 wi —2w}
(b) Ainsi M3 = M(—2wi,0,w) = —2wils + wiAs.
(¢) Nous avons d’aprés la question 2., Mz = P3D4P; ! avec a = —2w?, b= 0, ¢ = w?,
a—b 0 0 —2w? 0 0
Di=| 0 a+b++2b 0 =1 0 —w(2-V2) 0
0 0 a+b—+/2b 0 0 w2 (2 +/2)
—2 0 0
—wil 0 —(2-v2) 0
0 0 2+ V2

(d) On pose X = PY. Ainsi X' = PY' et X" = PY". Alors

X"=M;X <= PY"=PD3P'PX < Y"=DsY

7



soit encore

yi (t) = —2wgyi (t)
yy(t) = —(2 — V2)wiya(t)
Yy (t) = —(2+ V2)wiys(t)

it
SOI y1(t) = acos(v2wot) + o sin(v/2wyt)
y2(t) = Pcos < 2— ﬂwot> + /3’ sin ( 2 — ﬁwot)
y3(t) = 7y cos ( 2+ \/Ewot> + 7' sin ( 2+ \/§w0t>

Nous déterminons des cette étape les constantes en utilisant les conditions initiales : on a

et ainsi Y/(0) = P; ' X’(0) = 0 ce qui entraine o/ = 8/ = ' = 0. Puis la condition

Tim Oé—’_ﬂ +/7
Tom | = X(0) = PY(0) = | V26— v2y
T3m -+ 5 + Y

En résolvant ce systéme (ce qui revient & inverser P3), on détermine les constantes «, 3, :

200 = X1 — Tam,

_ __ Zim+x3m
B+ =aim —a=Hns

B =7 = Z5%m
donc o = HmoFam
5= Tim + T3m . 1 S Tim + V2Tom + Tz
Ty 22 " 4
et
o $1m+x3m + 1 T o xlm_\/ﬁme_’_ZEZ’)m
Ainsi

yi(t) = Bzt cos(v/2wot)
y(t) = xlm+\/§ZQm+mSm cos 2 — V2wt

ys(t) = Dm=V2amtoam oq (/2 4 /2wt

On en déduit alors x1, x5 et x3 par la relation X = PY :

z1(t) = yi(t) +y2(t) + ys(t)
z2(t) = V2y(t) — V2y3(t)

z3(t) = —u1(t) +v2(t) + ys(?)



4. (a) Le systeme (52) s’écrit matriciellement

Cy
Co
Cs
Cy
a B 00 Cy
B a B 0 — Coy
0 B a B | Gy
0 0 8 « Cy
ce qui donne la matrice M, demandée.
(b) On a M4 = CYI4 + BA4
(c) Ainsi
P4M4P471 = P4<Ck[4 + BA4)P;1 = a[4 + ﬁD4
a+ B 0 0
N 0 0 a+ple—1) 0 S
0 0 0 a— By

Les valeur de € possibles sont :

— a+ py avec C' non nul proportionnel & (¢ —1,1,1,¢ — 1)
—a+ B(1 — ¢) avec C non nul proportionnel a (¢, —1, —1, ¢)
—a+ B(¢e — 1) avec C non nul proportionnel & (¢, 1,1, —p)

— a — fy avec C non nul proportionnel a (¢ —1,—1,1,1 — )

(d) On devrait modifier la matrice My en

La matrice restant symétrique réelle, elle est aussi diagonalisable.



