Devoir surveillé Lycée Jean Perrin
PC

Devoir surveillé n°7

3 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande tmportance a la clarté, a la précision et a la concision de
la rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au
candidat d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Exercice A

Pour tout réel p et g, tous deux strictement supérieurs a —1, on pose sous réserve de convergence

I(p.q) = /0 L (m%)qu: /0 P n(a))ide.

1. Montrer que, pour tout réel p et tout réel ¢, tous deux strictement supérieurs a —1, la fonction
x +— 2P(—In(z))? est continue sur |0, 1.

2. Montrer que si a > 0 et 3 > —1, la fonction z — e~**2 est intégrable sur ]0, +oo].

3. Montrer que, pour tout réel p et tout réel ¢, tous deux strictement supérieurs a —1, l'intégrale
I(p, q) est convergente et que

“+oo
tg = [ e
0

On effectuera le changement de variable u = — In(x).

4. Montrer que, pour tout réel p et tout réel ¢, tous deux strictement supérieurs a —1,
Ip,4) =~ 1(0,0)
p7q _(p+1)q+1 7q

5. (a) Montrer que pour tout réel ¢ strictement positif,

(b) En déduire I(p,q) pour p réel strictement supérieur a —1 et pour tout ¢ entier positif
ou nul.



Exercice B
Dans tout lexercice, I désigne l'intervalle |0, 4o00].

On pose pour tout = € R, sous réserve d’existence

400 e U +00 e U

F(x) = ——du K = —du
D=) Vit | =

1. Montrer que la fonction ¢ : u > \F est intégrable sur .

2. Montrer que si x > 0, F(z) est définie. F' est-elle définie en 07

3. (a) Montrer que x \/5(;” est de classe C! sur I, et que si a > 0,

u+x)
e U

9
x {m

(b) En déduire que F est de classe C!' sur I et exprimer F'(x) sous forme d’intégrale.

Ve >a,Vuel,

] ‘ < %ww)

4. (a) En utilisant une primitive de u \F et une intégration par parties, montrer que si x € I,

F(z) = o —e—u du =2 /+O° —ue_“ du + 2 /+<>° —ue_“ du
Jo Nulutz) Ty (2 tu)u o (z4+u)Vu

(b) En utilisant le fait que u = x + u — x, déduire alors que si z € I, on a
F(z) =2K — 22F(x) + 2F () + 2z F'(x)

puis que

2F(z) — (x - %) Flz) = —K.

5. Pour tout x de I, on pose G(x) = /ze *F(x). Montrer que G est dérivable sur I, que
G'(r) = —K%~, et qu’il existe une constante réelle C' telle que pour tout x de I,

f?
xe—t
:C’—K/ —dt.
o Vit

6. Montrer que F est positive et décroissante. En déduire la limite de /xe *F(z) en +0o. En
déduire que C' = K2.

7. Soit x > 0, montrer a ’aide d’un changement de variable que

+oo e—:ct

veF@ = | Zaropd

et montrer alors que
00 1

VI = G

Calculer cette derniére intégrale en posant v = v/t.

8. Déduire la valeur de K.



Exercice C

1
|
[:/ —n<x>d$
o 1+

est intégrable sur |0, 1[. Que peut-on en déduire pour 7

1. On considere l'intégrale généralisée

In(x)

1+z

(b) On pose sur |0, 1] et pour n € N, f,,(x) = (—1)"In(x)z™. Montrer que la série de fonctions
(fn) converge simplement vers f sur |0, 1].

(a) Montrer que f: z +—

(¢) Montrer que les fonctions f,, sont toutes intégrables sur |0, 1] et que l'on a / fo(z)dr =
0

En:—)nsl Que Vaut/ | fo(2)|dz ?

(d) Montrer que l'on a

2. On considere l'intégrale

(a) Jusfifier I'existence de J.
(b) On pose sur |0,1[ et pour n € N, g,(z) = (—1)"—=. Montrer que les fonctions f, sont

(="

8

1 1
toutes intégrables sur |0, 1] et que 'on a / gn(x)d . Que vaut / |gn(x)|dz?
0 0

Conclusion ?

(c) Montrer que si x €]0,1[ et N € N, on a

al 2

(d) En déduire que

1
J_/O (l—l—x _22271—1—1

(e) Calculer J directement a I’aide d’un changement de variable adapté et en déduire la valeur
de
1

L
79

1
om+1 575
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Exercice A

1. La fonction x +— eP™™®) x ea(=1(=))) o5t bien définie et continue sur 10, 1] par produit puisque

si x €]0,1[, —In(z) > 0, et ainsi z > @ et z s e?M=1)) gont définies et continues sur
0, 1[.
2. Soit a >0 et B> —1, 2+ e 2" est continue sur |0, 1] et nous avons
.1'2670@1”8 — :L,beta+2efa:13 —5 0
T—r—+00

et donc e™ 28 = o (x%) ce qui assure l'intégrabilité en 400, et

1

e—axx,B ~
x—0 J}_ﬁ

avec —f3 < 1, ce qui assurre l'intégrabilité en 0. Ainsi x — e~*“z” est intégrable sur ]0, 4+o0|.

3. Soit p et g, tous deux strictement supérieurs a —1, on considere l'intégrale généralisée

I(p.q) = / (In L )yidz

X

et on effectue le changement de variable généralisé¢ y = ln% = —Inz de classe C! bijectif de
10, 1] sur ]0, +00], mais décroissant, avec dy = —%da:, xr=eY, dr = —e ¥dy, ce qui conduit
a 'intégrale

+o0
— / e*yl’yQ(_l)e*ydy
0

—+o00
/ e*(p“)yyqdy
0

Elles sont de méme nature, donc convergente d’apres la question 2, et on a

soit encore

! 1 +o0
[<p7 Q) = / xp(ln —)qd;(; = _/ efpyyq(_efy)dy
0 0

i

soit encore (on utilise la variable muette x au lieu de y)
+00
I(p,q) = / e PHDTIdy
0

4. On effectue alors le changement de variable u = (p+ 1)z, du = (p+ 1)dx, de classe C! bijectif
de 0, 4o0[ sur ]0, +oo], strictement croissant

+oo U q du 1 +oo 1
I(p,q) = e " = e "uldu = —1(0,
(P 9) /0 <p+1) p+1 (p+1)q“/o (p+1)a+! (0.9)

5. (a) Soit ¢ réel strictement positif,

+oo
1(0,q) = / e “xldx
0

On effectue une intégration par parties généralisée, avec convergence de l'intégrale initiale,
et

_ f(@)g(x) —0  f(z)g(x) — 0O
g(x) = 74 z—0 z—+00

{f’(w) = {g’(x) = ot
fla) = —e



+o0 n +o0
— — o — —
/ e Txldr = [—e qu]o —/ —e Tgr?dx
0 0

+o0o
= / e "7 'dx = qI(0,q — 1)
0
et ainsi on a bien

(b) Soit p réel strictement supérieur & —1 et ¢ entier positif ou nul, nous avons alors en
itérant la relation précédente (on peut faire une récurrence sur g de N)

+oo
1(0,q) = qlq — 1)---21(0,1) = ¢!1(0,0) = ¢! / edz = g!
0

bien valide si ¢ = 0. Ainsi en combinant avec Q4, nous obtenons finalement

q

Vp>—1,Vq€N,f(p,Q)=W

Exercice B

1. La fonction ¥ : u — % est continue sur / et comme
e " 1

\/a u—0 \/a

elle est intégrable en 0 et comme par exmeple si u > 1,

elle est aussi intégrable en +o0o. Donc v est intégrable sur [.

2. Soit z > 0, notons g(u) = #ﬁrm) sur I =]0, +00[. La fonction g est continue sur [ et on a

g(u) ~ 1L

u—0 \/ﬂ
et ainsi g est intégrable en 0, et par exemple si u > 1,
0<g(u) <e™

ce qui assure l'intégrabilité de g en +oo. Ainsi g est intégrable sur I et on peut donc définir

u

Par contre, si # = 0, comme u — -7 est positive, la convergence de I'intégrale équivaut a
I'intégrabilité, et nous avons

e 1
u3/2 20 432
ce qui prouve la non intégrabilité en 0. On ne peut donc pas définir F'(0).

3. (a) La fonction = — ﬁ%:x) est de classe C! sur I, et on a

Ainsi si a > 0,

Ve >a,Vuel,




(b)

On applique le théoréme de classe C! des intégrales a parametre.
Nous avons u — #ﬁm continue et intégrable d’apres la preuve de la question 2.

On a pour tout u de I, z — Tt ©st de classe C! sur I, et

—Uu —Uu

5 | Taters) = VR Ty

Pour tout x > 0, u % [\/ae(;ix)] continue sur /.
Sii a > 0,

Vaz}a,VuEI,‘a .

1
i P — T
3 |7 )| < o
avec 1) qui est intégrable sur I.
On en déduit d’aprés le théoréme de classe C! des intégrales a paramétre, que F est de
classe C! sur I et on a par dérivation sous le signe intégral pour = > 0,

+oo e U

F@==] JAwro™

En intégrant par parties comme indiqué, si x € I, avec

{Fw=drw=2va  {o) = S5gw) =-S5 - o
avec un terme entre crochet qui existe et vaut 0, nous obtenons

+00 e~ U
Fo= | Jaero™

+o0 1 1 400 —u +o0 —u
=2 \/ﬂe“< + )du :2/ (Ldu+2/ (Ldu
0 0

0 r+u  (r+u)? T +u)y/u T+ u)2/u

On utilise le fait que u = x4+ u—x,six € I, on a

TO U+ — et T 4+ — re
F =2 ——d 2 ——d
(@) /0 wrupu /0 (vt o

5 400 —ud ) +00 e U q 5 400 e U d +00 e U q
= —du — 2z ——=du++ —————=du — ——du
o Vu /0 (z +u)vu /0 (z +u)Vu o Vulzt+u)?
=2K — 2zF(x) + 2F(x) + 22 F'(2)

ce qui conduit a 0 = 2K + 22F'(z) — (2z — 1) F(x) puis

2F(z) — (x - %) Flz) = K.

5. La fonction G est dérivable sur I par produit de fonctions dérivables sur I, et on a

() = %e”’(m) — VTF(z) + VTet F'(x)

= (xF'(z) — aF(x) + 5F(x))e ™"
Ve

e

:_K\/E

et ainsi en primitivant, il existe une constante réelle C’ telle que pour tout = de I,

Ie—t
G(x —C’—K/ —e T
(@) Vi

6



et par convergence de l'intégrale, et la relation de Chasles, il existe une constante réelle C'

telle que pour tout = de I,
xT e—t
G(z)=C— K/ —=dt.
0o Vit

. 1ot
avec en fait C' = C" + Kfo Wdt.

e~ U

6. Soit x > 0, comme u > Talera) est positive, F(z) est positif. De plus si 0 < z < y, u > 0, on
ax+u<y+ u, puis

—Uu —Uu

e e
>
Vulx +u) — yuly + u)
et ainsi en intégrant, F'(x) > F(y). Ainsi F' est positive et décroissante. On en déduit que F’
admet une limite finie en +o00. Comme /xe™® tend vers 0 en 400 par croissance comparée,
G(z) = /re ®F(x) tend vers 0 en 4+o0. Or G(z) tend aussi vers C' — K? en 400, ce qui
permet d’en déduire que C = K2.

7. Soit x > 0, on effectue le changement de variable u = xt, du = xdt, bijection de classe C! de
I sur I, qui conduit a

+oo ef:rt 1 +oo ef:):t
F(x) = —adt = — —
@=) VHera T EL Viaro
et ainsi
+o0o —xt +o00 e—xt
\/EF(:L‘) = —_— adt = —dt

o Vat(x+ xt) o Vi(l+1t)

Nous allons appliquer le théoreme de convergence dominée a parametre continu : on a

e ot 1
VAL 4 1) 70 V(L1 1)

et la domination si z > 0 et t > 0,

= (1)

et 1

Og\/l_f(1+t)\/l_f(1+t)

avec @ intégrable sur I, et ainsi nous pouvons passer a la limite sous l'intégrale

= (1)

+00 1
lim vaxF(x) = ——dt
“HO\/_ @) o Vi(l+1t)

On calcule cette derniére intégrale en posant v = v/,

+o00 1 +00 T
—dt:/ sdv = -
o Vi(1+1) o 1+w 2

8. Ona C = K? et C =lim, 0 G(z) avec G(x) ~ypo xF(z), et donc K* =%, K =

NI

Exercice C

1. On considere I'intégrale généralisée




In(x)

La foncti DT
(a) La fonction f : z T+ 2

est définie et continue sur |0, 1]. Pour I'intégrabilité, nous avons

|
n(z) ~ Inx
1+ 220

ce qui assure l'intégrabilité de f en 0 et ainsi f est intégrable sur |0, 1[. On en déduire que
I'intégrale définie par I est absolument convergente donc convergente.

(b) On sait que si z €|0nl[, on a

1 o
=2

et ainsi

fla) = 4 =S e = Y o)

n=0
Donc la série de fonctions (f,,) converge simplement vers f sur |0, 1[.

(c) On peut déja remarquer que les fonctions f, sont toutes de signe constant sur |0, 1], et
ainsi 'intégrabilité et la convergence de l'intégrale sont équivalentes.

On procede par une intégration par parties généralisée, avec

_ / . ..n / 1 _ gntl U(SE)U(:C = ln(x) nn—:-ll —>I~>OO
{u(m) = In(e)f(e) == {u (w) = gole) = S {u(a:)v(x = In(x) nn++11 —-10

Les deux intégrales suivantes sont donc de méme nature,

1 1 "
/ In(z)x"dx / dz
0 o n+1

les fonctions f,, sont toutes inté-

+1 hr1)29
1
1
grables sur |0, 1] et on a/o fo(z)dz = En+ 1)2 ainsi que / |fn(2)|dz = (n+1)2

(d) Donc par application du théoreme d’interversion intégrales généralisées et somme infinie,

la série . .
Z/O | fu(2)|dz = CESE

étant convergente, on retrouve la fait que f est intégrable et que

[, S
1= [ =X

n=1

et comme la seconde est convergente, de valeur @
1>n+1

2. On considere l'intégrale

= /01 ETN

1 .
Traj7 est continue sur 10, 1], et nous avons

(a) La fonction f :z — e

1 1
T+ a)a o

Comme z — \/LE est intégrable en 0, on en déduit que f est intégrable sur |0, 1[. On peut

donc définir J.



(b) On pose sur |0, 1] et pour n € N, g,(x) =

avec n — % > —1 et ainsi comme z — 2"z intégrable en 0, la fonction g, est intégrable
sur |0, 1[. De plus par primitive directe

1 n+i n
| oty = o | 2 =S
0 n—+s3 o n +
! 2
Comme g, est de signe constant, / |gn(z)|dz = il Ici, la série

>/ gu(@)lda

est divergente, le théoréeme d’interversion ne s’applique pas.
(c) Soit z €]0,1[ et N € N, on a

(d) En déduire que

(e) On pose u = \/z, bijective de classe C' strictement croissante de |0, 1[ sur ]0,1[, du =
ﬁdx,
tood boad
J = / Y = / = 2 Arctan(1l) = z
o (I+a)Va o (1+wu?) 2

On en déduit que

*i(—m_l L1 1 1
o+l 3 5 7T 9 4

somme alternée des inverses des entiers impairs.



