Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin
PC

Devoir n°7

On désigne par R[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, et par R,,[X] le sous-espace

des polynomes de degré inférieur ou égal a n, pour tout entier naturel n.
Soit (T},)nen la suite des polynomes de R[X] définie par To(X) =1 et T1(X) = X, puis la relation :

Vn > 1, Tpiy(X) = 2XTL(X) = Ty (X).

Partie I : Etude de la suite des polynémes (7))

1. Déterminer les polynémes T3 et T5.
2. Déterminer le degré, la parité et le coefficient dominant de T}, pour m € N.
3. Soit n € N. Montrer que la famille (7p,...,T),) est une base de R,,[X].

4. (a) Etablir par récurrence les relations suivantes pour tout nombre réel  :
Vn € N, T, (cosz) = cos(nz) , T,(chx)=ch(nz)
On rappelle que
V(a,b) € R*, 2cosacosb = cos(a + b) +cos(a —b) , 2chachb=ch(a+ b)+ ch(a —b)

(b) En déduire que |T,,(u)| < 1 pour |u| < 1et n e N.

(c) Soit n un entier supérieur ou égal & 1. Montrer que, pour tout u de |1, +ool, |T),(u)| > 1
(on pourra poser u = ch(z)).

(d) En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, et pour tout u de |—oo, —1[U]1, +o0],
| T (u)| > 1.

5. (a) Pour tout entier n > 1, résoudre dans [0, 7] I’équation T},(cosx) = 0.
(b) En déduire que, pour tout entier n > 1, T,, a n racines réelles dans [—1, 1].

(c) Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Donner la décomposition de T, en facteurs irréduc-
tibles dans R[X].

Partie II : Un produit scalaire sur R[X]

On associe a tout couple (P, Q) de polynémes de R[X] l'intégrale suivante :

(PQ) = / " Pleos(z))Q(cos(x))dz.

1. Montrer que I'application (P, Q) — (P|Q) définit un produit scalaire sur R[X].
2. (a) Soient p, q € N tels que p # ¢. Calculer (T,|T,).
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(b) Calculer (Ty|To) et (T,|T},) pour n > 1.
(c) Montrer que, pour n > 1, T,, est orthogonal a R,,_;[X].
(d) En utilisant les question 1.2., IL.2.b. et II.2.c., montrer que (7,,|X") = .

3. Montrer que la famille (7y,...,T,) est une base orthogonale de R,[X]. En déduire une base
orthonormée de R,,[X].

4. Montrer que pour tout couple (P, Q) de polynémes de R[X], on a

i) = [ S




