Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin
PC

Devoir n°6

Autour de la transformée de Fourier

Soit f une fonction continue par morceaux sur R et intégrable, on définit sur R la fonction f dite

transformée de Fourier de f par
“+o0o

f(v) = / e T £(1)

—00

La variable t joue le réle du temps, v la fréquence.

1. Montrer que la transformée de fourrier fd’une fonction f continue par morceaux et intégrable
est bien définie sur R.

2. Montrer aussi que f est continue sur R.

3. On suppose que f admet un moment d’ordre p, c’est a dire que t — P f(¢) est intégrable sur
R, avec p > 1.
(a) Montrer que
VteR, [P <t +1

(b) En déduire que f admet un moment d’ordre p — 1 puis que f admet des moments aux
ordres 1,2,...,p.

AN

~ (4)
(c) Montrer que f est de classe C? et exprimer ( f) pour 0 <7 < p.

4. Soit f une fonction intégrable sur R, paire (respectivement impaire). Que peut-on dire de ]??

5. Soit f une fonction intégrable sur R, a un réel. Montrer que f, : ¢ — f(a + t) est aussi
intégrable sur R et que R o
Y ER, fu(v) =™ f(v).

6. Soit f une fonction de classe C!, intégrable sur R, de limite 0 en —oo et +oo. Montrer que
I'on peut définir f/ sur R et que

Y e R, (f)(v) = 2irvf(v).

7. Soit vy € RT, on considere la fonction f définie par

f(t) = {emm site[~3.3]
0

sinon

La fonction complexe f représente un paquet d’onde sinusoidale (durée finie) L’analyse de
Fourier classique des fonctions périodiques ne peut-étre utilisée ici. La transformée de Fourier



va permettre d’analyser le spectre d’'un tel signal. Pour cet exemple, la fréquence qui doit étre
mis en évidence est vy. Montrer que

f(V) = 7sinc(n7(v — 1))

ou sinc représente la fonction sinus cardinale, prolongement continue de x — *2£. Représenter
la fonction f. Quelle fréquence est mise en évidence ?

8. BEtudier de méme la transformée de Fourier de la fonction

£t) = {1 site [-3,7]

0 sinon

Représenter la fonction f. Quelle est la fréquence mise en évidence ?

9. On pose F' définie par
+oo

F(.T) _ / 672i7rxteft2dt

o
transformée de Fourier de la fonction de Gauss ¢ — e~*".
(a) Montrer que la fonction t — et est intégrable sur R. On admettra pour la suite que
+o0 )
/ e Vdt = /7.
—o0
(b) Montrer que la fonction F' définie une fonction continue sur R.
(c) Montrer que la fonction F est de classe C! sur R et montrer que
+o0 ] 9
VeeR, Fl(xz) = —22'7T/ te *m e dt
—0o0
(d) Montrer a I’aide d’une intégration par partie que 'on justifiera soigneusement que
Vr € R, F'(z) = —21xF(z)
On rappelle que les solutions de 1’équation différentielle
vy +a(zr)y=0
ol a est une fonction continue sur un intervalle I sont les fonctions

T = e 4@

ou A désigne une primitive de a sur I et A un scalaire.

(e) Déterminer F'(x) pour tout x réel. Conclusion ?




Devoir n°6 : correction

1. Soit v € R, nous avons pour tout ¢ réel,

e ™ f ()] < 1£(0)]

Ainsi puisque f est intégrable sur R, on en déduit que

t = e—2i7r1/tf(t)

Pest aussi et ainsi on peut définir f(v).

La fonction f est donc définie sur R.

2. On pose

glv,t) = e f(t)

sur R x R.

e Pour tout v, t — g(v,t) est continue par morceaux
e Pour tout t réel, v — g(v,t) est continue sur R

e Pour tout ¢ réel, v réel, on a

™™ f ()] < 1F ()] = o(t)

avec @ continue par morceaux et intégrable.

Ainsi d’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametre, la transformée de Fourier
f de f est continue sur R.

3. (a)

Silt|>1,ona

NN
Silt|<1,ona

Pt <1< P +1

On a alors

(O < [ FO)]+ | £ ()]
et ainsi comme f est intégrable et admet un moment d’ordre p, on a ¢ +— tP~1 f(¢) intégrable
par comparaison et ainsi f admet un moment d’ordre p — 1.
Par récurrence descendante, on en déduit alors que f admet des moments aux ordres p,
p—1,p—2,..,21.

Vérifions les hypotheses du théoreme de classe CP pour les intégrales a parametre.
e Pour tout v de R, t — ¢(v,t) est continue par morceaux et intégrable.

e Pour tout t de R, v — g(v,t) est de classe C? et on a pour tout j entre 1 et p :

o’ L

G 1) = (S2imt e £ (1)
v

’g

v,t) est continue par morceaux.

e Pour tout v de R, pour tout j entre 1 et p, t — m(
v

e Pour tout v de R, pour tout j entre 1 et p, on a

‘%(u,t}' = [ f(t)] = ¢;(t)

3



avec ¢; continue par morceaux et intégrable d’apres la question précédente.

Ainsi la transformée de Fourier ]/”\est de classe CP et on a pour tout j entre 0 et p

F9 W) = /_ +Oo(—2z’7rt)je*2””t f(t)dt

[e.9]

4. Soit v € R, on a en effectuant le changement de variable s = —t, de classe C* bijectif décroissant
(les intégrales convergent donc) de R sur R, ds = —dt,

+o0

Flev) = / e 2TV £ (1)

o0

= [T -a

00
“+oo

— / eiZim}sf(—S)dS
Si f paire, on a donc f(—v) = f(v) et donc f paire.

Si f impaire, on a donc f(—v) = —f(v) et donc f impaire.

5. La fonction f, est continue par morceaux. Le changement de variable s = a + ¢, donne vu la

Convergence,
+oo +oo
/ F(s)lds = / Fla+ t)dt

oo oo
et ainsi f, est intégrable sur R. On a avec le méme changement de variable
+00

Flw) = / e £ (1)t

o0

+o00
= [ et

o0

+oo )
_ / e—?lﬂl/(s—a)f(s)ds

e}

— eZzﬂ'l/a/ e—2z7rVSf(8)dS

oS
— eQim/a f( V) )

6. Soit v € R, on envisage l'intégrale généralisée

+oo )
/ e—2zm/tf/(t)dt

o0

En posant g(t) = e 2™ f et g de classe C?,
f(®)g(t) =e>™ f(1)

qui admet comme limites 0 en —oo et +oo (exponentielle imaginaire de module 1), par inté-
gration par partie généralisée, 'intégrale est de méme nature que

+00 -
/ —2irve 2™ f(H)dt = —2imvf(v)

oo

convergente dOHC, et on a
+oo

Pl = [ e = 2imf)

o0



7. Soit vy € RT,

~ +o00 ‘ T ' '
f(V) e / e—Qlﬂ’lltf(t>dt _ /2 e—217r1/t62l7r1/0tdt

Pour v = vy, on obtient f(yo) = 7, et pour v # vy,

z

for = [°

x
2

(SR

e?iﬁ(llo—l/)tdt — |: 1 e2i7‘r(l/0—l/)t

2im(vy — v)

SR

1 im(vo—v)T —im(vo—v)T
— m [e (vo—v)7 _ q—im(vo—v) }
sin(m(vg —v)7  sin(w(v — vo)7T
vy —v) w(v—1)
= 7sinc(n7(v — 1))

Connaissant le graphe de la fonction sinus cardinal, on en déduit le graphe de f : recentrage
en vy (translation selon I'axe des abscisses) et homothétie de 7 selon les ordonnées :

T _______

ce qui met en évidence la fréquence vy.

8. On applique la question précédente avec vy = 0.

T

/N AN\

ce qui met en évidence la fréquence 0, ce qui parait logique pour un signal constant, méme
constant uniquement sur une durée donnée.

9. (a) La fonction de Gauss t — e~ est continue sur R, et on a
1
20" 4 () e = oL (—)
t—+o00 12
ce qui assure 'intégrabilité en +o0o. Ainsi la fonction de Gauss est intégrable sur R.

(b) Ainsi, par la question Q1, F est bien définie sur R, et par la question Q2, elle est continue
sur R. C’est la transformée de Fourier de la fonction de Gauss.



(¢) La fonction t — te™" est intégrable sur R (méme méthode que pour ¢ — e7*°), et ainsi

par la question Q3, F est de classe C! sur R et on a

+o0o
F'(z) = —2z'7r/ te~ 2t gy,

[e.9]

par dérivation sous le signe intégral licite.
d) On procéde par intégration par parties, en remarquant que () = —2te™* : on pose
g
i) = =2te™, f(t) = e, g(t) = e 27t ¢/(t) = —2imae 2™ avec

f(t)g<t) = —27:7Txe—2i7rxte_t2 N 0

t—+oo

et ainsi (convergence de l'intégrale initiale)
+o0

+o0
F'(z) = i?T/ e~ 2t (_ot)e At = —(iﬂ)(—Ziﬂx)/ e 2o~ 4t = 2720 F(x)

(e) On pose a(x) = 2r%z, A(x) = 7222, et donc
F(z) = F(0)e ™ = F(0)e ™"
+0o0
2

et comme F(0) = / e "dt = /7 on obtient finalement que

—00

et ainsi F' est aussi une fonction de type Gaussienne réelle : la transformée de Fourier
d’une Gaussienne est une Gaussienne.



