Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin — PC

Exercice 1

On considere la fonction f de la variable réelle définie par

1

=1y a

1. Montrer que f est définie sur R de classe C*°.
2. Montrer que f admet des développements limités a tout ordre en 0. On note

n

f@) = S aat o) ()

3. Déterminer ag, a; et ay (méthode non imposée).

4. Proposer deux méthodes issues du cours pour calculer les coefficients a,,. Est-ce raisonnable
et pourquoi ?

5. On se propose de calculer de maniere générale a,, pour tout entier n.

(a) En utilisant le fait que (1 + z + 2?)f(z) = 1 et (*), montrer que

CLO:1
CLO+CL1:O
ap +ap_1+apo=0,k>2

(b) En déduire une expression de a,, en fonction de n pour tout entier naturel n.

(c) Calculer a,, pour n € {0,...,100}. Conclusion ?

Exercice 2

Soit f une fonction positive, continue et décroissante sur [ng, +oo[ avec ng un entier naturel.

1. (a) Montrer que
n+1
Vn = ng, / f(t)dt < f(n)

et que

Vn>n0+l,f(n)</n f(t)de

(b) On pose pour tout n, n > ng

U= 3250~ [ (0

k=ngo

Montrer que la suite (Uy,)n>n, est monotone. Montrer aussi que

n+1
U, > / "

En déduire que la suite (Uy,)n>n, €st convergente.
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On pose pour tout entier naturel non nul
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Montrer que les suites (V;,) et (W,,) sont convergentes.

2. On pose pour n > 1,

(a)

n

Ink Ink
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Montrer que pour tout n, n > 3,

"1
Sgn:tn—th—i—an( E)
k=1

En déduire une expression de Sy, a 'aide de W,,, Wy, et V,,. En déduire que (Ss,,) converge
et préciser sa limite.

Montrer que la série
,nn
>_(-1=E
n
n=1

est convergente. On utilisera (S3,41). On note S sa somme. Est-elle absolument conver-
gente 7

Déterminer S en fonction de v = lim V.
n—-+4o0o

Fin



