Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin — PC

Exercice 1

On considere la fonction f de la variable réelle définie par

1

=1y a

1. Montrer que f est définie sur R de classe C*°.
2. Montrer que f admet des développements limités a tout ordre en 0. On note

n

f@) = S aat o) ()

3. Déterminer ag, a; et ay (méthode non imposée).

4. Proposer deux méthodes issues du cours pour calculer les coefficients a,,. Est-ce raisonnable
et pourquoi ?

5. On se propose de calculer de maniere générale a,, pour tout entier n.

(a) En utilisant le fait que (1 + z + 2?)f(z) = 1 et (*), montrer que

CLO:1
CLO+CL1:O
ap +ap_1+apo=0,k>2

(b) En déduire une expression de a,, en fonction de n pour tout entier naturel n.

(c) Calculer a,, pour n € {0,...,100}. Conclusion ?

Exercice 2

Soit f une fonction positive, continue et décroissante sur [ng, +oo[ avec ng un entier naturel.

1. (a) Montrer que
n+1
Vn = ng, / f(t)dt < f(n)

et que

Vn>n0+l,f(n)</n f(t)de

(b) On pose pour tout n, n > ng

U= 3250~ [ (0

k=ngo

Montrer que la suite (Uy,)n>n, est monotone. Montrer aussi que

n+1
U, > / "

En déduire que la suite (Uy,)n>n, €st convergente.

1



()

On pose pour tout entier naturel non nul

1 1 In2 | | 2
Vot reo oo, w2, Ion (nn)
2 n 2 n 2

Montrer que les suites (V;,) et (W,,) sont convergentes.

2. On pose pour n > 1,

(a)

n

Ink Ink
_ k _
S= U =2

k=1 k=1

Montrer que pour tout n, n > 3,

"1
Sgn:tn—th—i—an( E)
k=1

En déduire une expression de Sy, a 'aide de W,,, Wy, et V,,. En déduire que (Ss,,) converge
et préciser sa limite.

Montrer que la série
,nn
>_(-1=E
n
n=1

est convergente. On utilisera (S3,41). On note S sa somme. Est-elle absolument conver-
gente 7

Déterminer S en fonction de v = lim V.
n—-+4o0o

Fin
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Exercice 1

1. Le discriminant de X2+ X +1est A=1—4 = —3 < 0 et ainsi z — 1+ + 2% ne s’annule pas.
Donc la fonction f est définie sur R tout entier, et est de classe C*° comme fraction rationnelle.

2. Ainsi, d’apres la formule de Taylor-Young, f admet des développements limités en 0 a tout
ordre.

3. Le calcul des dérivées de f n’est pas simple dés que 'ordre est grand. On utilise plutot la
composition. On a

1 2 2
1+uu:)01—u—|—u + o(u*)

et ainsi en composant avec u = = + 22, u? = 2% + O(:IZ'2), nous avons

_ 1 _ 2 2 2y _ 2
f(x)—mxgol—(l’er)ﬂL% +o(27) = 1—x+o(z7)
et doncag=1,a; = —1et ay =0.

4. Méthode 1 : utiliser la formule de Taylor-Young; le probleme (de taille) est de calculer les
dérivées jusqu’a 'ordre n.
Méthode 2 : celle utilisée dans la question précédente, mais & 'ordre n; avec v = x + 22, on
doit calculer u? = (z+22)?, .., u" = (x + 2%)" en ne gardant que les termes de degré inférieur
a n : compliqué aussi.

5. (a) Nous avons
(1+z+28)f(z) =1

et ainsi
(14 2z +2?) (Z apr® + 0(x”)> —1
k=0
d’ou . . .
Z apx® + Z apxttt + Z a2 +o(z") =1
k=0 k=0 k=0
puis

n n—1 n—2
E apx® + E apxttt + E a2 +o(z") =1
soit encore
n n n
E apr® + g g1z + E Qpox® + o(z") =1
k=0 k=1 k=2
et ainsi

ag + (a1 + ag)z + Z(ak +ap_ 1+ ap_o)rFo(z™) =1
k=2

et par unicité des développements limités

Qo =1
ap + ax
ap +ag_1+ago =0,k2>2



(b)

Ainsi la suite (a,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, avec
ap =1, a1 = —1 et la relation de récurrence

Vn €N, a,10 = —a, — apy1

Son polyndme caractéristique est X2+ X + 1, de discriminant A = 1 —4 = —3, de racines

_ i 2im . .. . /
%“/g = et . Ainsi, il existe deux constantes réelles a et b telles que

2 2
Vn € N, a, = acos (%n) + bsin (Ln)

3
1= L1 pVB ot ained g — _ 1
Orap=1=aeta; =—-1=—a; — b eta1n81a—1etb—\/g.Doncﬁnalement
2 1 2
VnEN,an:cos(%n)—kﬁsin(%n)

Comme sin et cos sont 27 périodiques, on a cos (2”7”) et sin (ZWT") qui sont 3 périodiques.

On a donc en fait (a,) périodique de période 3 avec

1 sin =3k
apb=<—-1 sin=3k+1
0 sin=3k-+2

Exercice 2

Soit n > ng, sin <t < n-+1, alors f étant décroissante,

fn+1) < f(t) < f(n)

que l'on inteégre sur [n,n + 1] (f continue)

fin+1) < / " < fin)

et ainsi de I'inégalité de droite on a

n+1
Vn}no,/ f)dt < f(n)

et de celle de gauche décalée d'un rang
Vn>n0+1,f(n)</ f()dt
n—1

Soit n € N, n > ng, on a

n+l n n+1 n
Uit =Us = 0= Y50~ [ foaes [ pepar
k=no k=no 1o n0o
= fin+1)— " ft)dt <0

n

d’apres la question précédente. Ainsi la suite (U, )nsn, est décroissante.



D’autre part, en sommant les inégalités

A+f@@<ﬂ@

pour k de ng a n, on obtient

/ < Y k)

k=ng

n n+1 n
[ swaes [ swae< 3 rw)

0 k=ng

n+1
/ FOAE LU

Comme la fonction f est positive, on en déduit que

n+1
0 </ fdt < U,

Ainsi la suite (U, )n>n, est une suite décroissante minorée. Elle est donc convergente.

et ainsi

d’ou

Ce sont des cas particuliers de la question précédente. Pour la suite (V},),>1, on prend la
fonction f définie par f(z) = £ sur [1,+oo[. La fonction f est bien continue, positive et
décroissante.

Pour la suite (W,,)n>2, on prend la fonction f définie par f(z) = 2 sur [2,+oo[. La
fonction f est bien continue, positive. Pour la décroissance, on étudie les variations de f.
La fonction f est dérivable, et on a

2

x 2 T

1\’ 1 Inz 1—Inz
T

fl(a) = (m X = -

Ainsi f est décroissante sur [e, +0o[. Attention, il faut s’adapter. On obtient la décroissance
de f a partir de I’entier 3 uniquement. On peut appliquer alors le résultat de la question
précédente, ce qui apporte la convergence de la suite (W), >3 définie par

In3 R Inn (Inn)? n (In 3)*

W' =
" 3 n 2 2
et ainsi la convergence aussi de la suite (W,,),>2 puisque
In2  (In3)* 3)?
W, =W+
2 2

Soit n > 3, nous avons (on décompose Ss,, on pourrait aussi procéder a I'envers, ce qui
est peut-étre plus simple)

2n n—1

B In(2k +1)
S = 3 (-1 Eg 2% + 1

ln(k:) In(2k)
§: k _2; %;)

2k
k=1 k=1 k=1
" n(2k) = ln(k) In2+Ink
frg 2 — — -
2k L Z L ton
k=1 k=1 k=1



(b) On a

"1
Son = tn —top +1In2 (; E)
= W, + (1n2”>2 P LLLC0 L NPT
= W, — Wan + In(2)V, + (ln2n)2 _ (ln2 +21n " o
— W, — W + In(2)V, — (1“22)2

Comme (W) et (V) convergent, on en déduit que (Sa,) est convergente, de limite

2
¢ =1n(2)y — In(2)
2
(c¢) Or nous avons
In(2n +1
S2n+1 = Son — ﬁ

qui converge donc aussi vers £. Ainsi les suites des termes d’ordre pair et des termes d’ordre
impair convergent vers la méme limite ¢ et ainsi (.5,) est aussi convergente vers /.

Inn

On peut aussi utiliser le critere spécial des séries alternée. La suite (T)n>3

sante, positive, et converge vers 0. Ainsi d’apres le critere spécial des séries alternées de
Inn Inn
Leibniz, la série E (—1)"—— est convergente et ainsi la série E (—1)"— aussi. Par
n n
n=3 n>1
contre, comme pour n = 3, on a

est décrois-

Inn _ 1
>
n n
la série n’est pas absolument convergente.
(d) On a donc
In 2)2
S=~vIn2- ( n2 )



