Devoir en temps libre Lycée Jean Perrin — PC

Devoir en temps libre n°2

1. Quelques résultats préliminaires.
(a) Soit A € M, (K). Montrer que Tr(AT) = Tr(A).
(b) Existe-t-il A, B € M,,(K) telles que AB— BA=1,7

(c) On considere les matrices E;, j, de la base canonique de M,,(K) définies par

Eigjo = (0167 V1<ijen
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c’est a dire dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la ligne iy et colonne j, qui
vaut 1.

Vérifier que
EijEw=0Ey (%)
On donnera quelques exemples concret de cette propriété pour bien asseoir cette formule.

2. Soit € une forme linéaire de M,,(K) (linéaire de M,,(K) dans K) telle que
V(A,B) € M,(K), §(AB) = 0(BA).

(a) Montrer que si i # £, on a §(E;,) = 0. On utilisera le produit E; ; E; .
(b)
(c) Montrer que 6 = o Tr.

)

(d) En déduire que {0 € L(M,(K),K)/V(A, B) € M,(K), §(AB) = §(BA)} est une droite
vectorielle de £(M,,(K), K) dont on donnera un vecteur directeur.

Montrer que pour tout i et 7, 0(E;;) = 0(E; ;). On pose a ce scalaire commun.

3. Un produit scalaire pas si nouveau que ca.

Soit E = M,,(R), on pose
(A|B) = Tr(AB")

(a) Montrer que (| ) est symétrique et bilinéaire. On n’utilisera pas les coefficients des
matrices A et B.

(b) Les propriétés de positivité et du caractére défini posent probleéme. Soit (A, B) € M2(R),
calculer (A|B) = Tr(ABT) en fonction des coefficients de A et de B.
Que reconnait-on ? Conclure.

(c) Justifier que les sous-espaces des matrices symétriques et antisymétriques sont deux sous-
espaces supplémentaires et orthogonaux de M, (R) et rappeler la décomposition d'une
matrice A sur ces deux sous-espaces supplémentaires.

4. On considere ensemble H des combinaisons linéaires des matrices de la forme
AB — BA
ou (4, B) € M,(R). On note AB — BA = [A, B].

(a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de M, (K).
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(b) Montrer que H C Ker(Tr). Quelle est la structure et la dimension de Ker(Tr)?

(c) En utilisant [E; ;, E;¢], montrer que sii # ¢, E;, € H.

(d)
)

(e) En déduire que dim H > n? — 1 et conclure.

Montrer de méme que Ey; — E;; € Hsije{2,...,n}.

5. Sommes de projecteurs.
On rappelle quun projecteur d’un espace vectoriel E est un endomorphisme p tel que p? = p.

Soit pq,...,pr des projecteurs de F,, espace vectoriel de dimension finie n. On pose

p=p1t-+ Dk

(a) Montrer que
k

=Y. piop;

i=1 j=1

(b) Montrer que si p; o p; = 0 pour tout ¢ et j avec ¢ # j, alors p est un projecteur.

(c¢) Réciproquement, on suppose que p est un projecteur.

hE

i. Montrer que rg(p) = » rg(p;) (utiliser la trace d'un projecteur).

VE

k
ii. Montrer que Im(p) C » Im(p;) puis que Im(p) = @ Im(p;).
i=1

1

(]

iii. En déduire que sii € {1,...,k}, pop; = p;.
iv. Soit i € {1,...,k}, z € E, montrer que

pi(r) =popi(r) = ij o pi(z)

puis que

k
ij opi(x) =0
j=1
i
et en déduire que pour tout j différent de 7, p; o p;(x) = 0. Conclure.

v. Enoncer le théoreme concernant la somme de projecteurs démontré.

Fin



Devoir en temps libre 2 : correction Lycée Jean Perrin — PC

1. Quelques résultats préliminaires.

(a)

Comme la trace est la somme des éléments diagonaux, la trace est invariante par trans-
position puisque la diagonale 1’est. Au besoin, techinugqment : soit A € M, (K), A =
(@ij)i<ijen- Ona AT = (bij)1<ij<n, avec bij = a;;. Ainsi

n

TI‘(AT) = Xn: bi,i = Z Qi3 = TI‘(A)
=1

i=1
On a donc bien Tr(AT) = Tr(A).
Si il existe A, B € M,,(K) telles que AB — BA = I,,, on aurait
Tr(AB — BA) =Tr(I,) =n

Or on sait que Tr(AB—BA) = Tr(AB)—Tr(BA) par linéarité, puis sachant que Tr(AB) =
Tr(BA), on obtient que n = 0, ce qui est contradictoire. Donc il n’existe pas de matrices
A et B telles que AB— BA=1,.

On peut présenter les tableaux, faire le produit graphiquement pour aboutir.

On procede ici techniquement : on écrit A = F; B = Ej, 4, avec

0,J0
_stoST o s1oST
ai,j = 5 5 bZJ = 5k’06Z0
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et on pose C' = AB avec la formule usuelle

n
Cij = Y ixbi,
k=1

et ainsi en remplacant
n
Sk ok o
Cij = Z 5;05j05k06z0
k=1
que l'on simplifie (il reste de la somme le terme pour k = jo)
Cij = 01,0t 07, = 01 01,07,

et on reconnait donc C' = (5%2 E; Ainsi on a bien

0,40"

Ei;jEre=0YE;y (*)

2. Soit € une forme linéaire de M,,(K) (linéaire de M,,(K) dans K) telle que

(a)

(b)

V(A,B) € M, (K), §(AB) = 0(BA).
Si ¢ # {, on utilise le produit £; ;E;,, on a
EijEj = FEip  Ej B ;=0

et ainsi 0(E; ;E; ) = 6(0) = 0, soit encore 0(E; ;) = 0.
Soit i et j, on a
LEijEji = By EjiFij; = Ej;
et ainsi comme 0(E; ;E;;) = 0(E;;E;;), on a bien §(E;;) = 6(E;,). On pose « ce scalaire
commun.



()

Deux applications linéaires sont égales si et seulement si elles coincide sur une base. Ici,

nous avons si ¢ #
9<Ei7g) =0= TI‘(E@@))

et
H(Ez,l) = = OéTI‘(Ei’g))

Donc 6 et alpha Tr sont deux applications linéaires qui coincide sur la base canonique, et
donc # = aTr.

On a donc prouvé 'inclusion {0 € L(M,,(K),K)/V(A, B) € M,(K), 0(AB) = 0(BA)} C
Vect(Tr).

L’inclusion réciproque étant évidente, on a bien une droite vectorielle de £(M,,(K), K)
dont un vecteur directeur est Tr.

3. Un produit scalaire pas si nouveau que ¢a.

Soit E = M,,(R), on pose

(a)

(A|B) = Tr(AB")
Soit A, B deux matrices, nous avons
(A|B) = Tt(AB") = Tr((ABT)T) = Tr(BAT) = (B|A)
et si A, B, C sont trois matrices, A, u des scalaires,
(M + uB|C) = Tr((AA + uB)CT) = Tr(AACT + nBC™)
= ATr(ACT) + pTr(BCT) = A(A|C) + u(B|C)

Ainsi (| ) est symétrique et bilinéaire. Nous n’avons pas besoin d’utiliser le passage par
les coefficients des matrices A et B.

Soit (A, B) € M2(R), A= (a;;) et B = (b;j, C = BY = (c;), avec ¢;; = b;;. Ainsi

(A|B) = Tr(ABT) = Tr(AC) = (Z a; ka]) =Tr (i: ai,kb%k) = 2": z": a; ;i i

k=1 i=1 k=1
A . . . 2 . . < 2 .
On reconnait le produit scalaire canonique de R™ en identifiant M,,(R) a R™". La question
précédente s’avere inutile.

Montrons que M,,(R) est la somme directe des sous-espaces des matrices symétriques et
antisymétriques. Soit M € M, (R);
—analyse : si M = S + A avec S symétrique et A antisymétrique. Alors

M=S+A MT=5— A

et ainsi on en déduit que forcément (conditions nécessaires)
1 T 1 T

— réciproquement (synthese), en posant

S:%(M+MT) A:%(M—MT)

on constate que M = S + A et que S symétrique et A antisymétrique puisque

1MT+M):S AT:%(MT—M):—A

T_
5—2(



Alinsi les sous-espaces des matrices symétriques et antisymétriques sont deux sous-espaces
supplémentaires. On vérifie qu’ils sont orthogonaux : si S symétrique et A antisymétrique,
on a

(S|A) = Tr(SAT) = — Tr(SA) = — Tr(AS) = — Tr((AS)T) = — Tr(SAT) = —(S|A)

et ainsi (S|A) = 0.

Ainsi les sous-espaces des matrices symétriques et antisymétriques sont deux sous-espaces
supplémentaires orthogonaux,

M,y (R) = 8,(R) & Ay (R).

4. On considere 'ensemble H des combinaisons linéaires des matrices de la forme

ou

(a)

AB — BA

(A, B) € M,,(R). On note AB — BA = [A, BJ.

Par définition, H C M,,(R) et H non vide car 0 = 0.0 — 0.0 € H.
Soit M et N deux élements de H, A et p deux scalaires, on peut écrire

=1 i=n-+1

et ainsi . .
i=1 i=n+1
qui est donc une combinaison linéaire de matrices de la forme AB — BA, donc appartient
a H.
Donc H est un sous-espace vectoriel de M, (K).
Si M € H, M est de la forme

i=1

et ainsi par les propriétés de la trace

i=1

Ainsi on a bien H C Ker(Tr).

Comme Tr est une forme linéaire non nulle, Ker(Tr) est un hyperplan de M,,(R), c’est a
dire un sous-espace vectoriel de dimension n? — 1.

On asii#/{,
[Eij, Ejy] = Ei jEj 0 — Ej By j = By — 0 = By
et doncsii# ¢, By € H.
On a
[Enjy Eja] = EvjEjy — Ejn By j = Evy — Ej
Ainsi By — E;; € Hsije{2,...,n}.



(e) La famille constituée des matrices E; 4, ¢ # ¢ et Ey3 — E;;, j # 1 est libre, et ainsi
dim H > n*—1 et comme H C Ker(Tr), dim Ker Tr = n?—1, on a finalement H = Ker(Tr).

5. Sommes de projecteurs.
On rappelle qu'un projecteur d’'un espace vectoriel E est un endomorphisme p tel que p? = p.

Soit pq,...,pr des projecteurs de F, espace vectoriel de dimension finie n. On pose

p=p1+--+ Dk

(a) On a par linéarité de p,

pOp—(sz)OP mep Zzpzopy

=1 j5=1

(b) Sip;op; =0 pour tout 7 et j avec i # j, alors

k k k k
pop=Y_> piop;=> pi=> pi=p
=1 =1

i=1 j=1
et donc p qui est linéaire par somme d’endomorphisme est bien un projecteur.
(c¢) Réciproquement, on suppose que p est un projecteur.
i. Comme p est un projecteur, et py,.., pr aussi, on a

k

rg(p) = Tr(p) = > Tr(p) = > ra(p:)

i=1 i=1

Mw

Ainsi rg(p rg(p

i=1
ii. Soit y € Im(p), il existe z € E tel que y = p(x) et ainsi

y_zpz ) € Im(p1) + - + Im(py)

On a donc l'inclusion Im(p) C Z Im(p;).

Ainsi,
dim Im(p) < dim Z Im(p;) Z dim Im(p;)

Or d’apres la question précédente, on a

dim Im(p Z dim Im(p;)

et on en déduit que forcément

k n
dim Z Im(p;) = Z dim Im(p;)
i=1 i=1



1il.

iv.

k
et donc la somme est directe, et finalement que l'inclusion Im(p) C Z Im(p;) est une
i=1
égalité.

k
Finalement, on a Im(p) = @ Im(p;).
i=1

k
Soit i, x € E, pi(xr) € Im(p;) C @Im(pj) = Im(p) et donc comme p projecteur,
j=1

p(pi(x)) = pi(x). Ansi p o p; = p;.
Soit i € {1,...,k},x € E, on a

k k
pi(z) = p(pi(x)) = ij(]?z’(l")) = ij o p;i(z)
j=1 j=1
puis en isolant le terme en 4, sachant que p? = p;,

pi(r) = ij opi(z) + pi(x)

soit en simplifiant

k
ij opi(x) =0
=1 N——
j#i  €lm(p;)
k
Nous avons alors une décomposition du vecteur 0 sur la somme directe @Im(pj),
j=1
et il s’agit donc de la décomposition triviale, et donc pour tout j différent de 7, on a
p;j o pi(x) =0, et comme cela est vrai pour tout = de E, on a pj op; = 0.

On a donc démontré le résultat suivant : la somme p; + - - - + pi de projecteurs est un
projecteur si et seulement si

Vi#j,piop; =0



