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Devoir en temps libre n°4

Exercice A

Nous disposons d’une piece faussée et de deux dés équilibrés D1 et D2.

La probabilité d’obtenir pile avec la piece est de %

Les deux dés ont chacun 6 faces, le dé D1 a 4 faces rouges et 2 blanches, le dé D2 a 2 faces rouges
et 4 blanches.

L’expérience est la suivante :

— nous commencons par jeter la piece,

— si nous obtenons pile, nous choisissons le dé D1, sinon nous choisissons le dé D2, choix définitif
pour la suite de 'expérience,

— ensuite nous jetons plusieurs fois le dé choisi et pour chaque lancer, nous notons la couleur obtenue.
Nous nommons les événements suivants :

— D1 est I'événement : « nous jouons avec le dé D1 »,

— Dy est I’événement : « nous jouons avec le dé D2 »,

— pour tout entier naturel n, R, est I’événement « nous avons obtenu une face rouge au n®™° lancer
du dé choisi ».

1. Quelles sont les valeurs de P(Dy)? P(Ds)?

Montrer que {D;, Dy} constitue un systeme complet d’événements.
2. Soit n € N*, quelles sont les valeurs de Pp,(R,,)? de Pp,(R,)?
3. Calculer P(Ry).

4. Etablir un lien entre les probabilités Pp, (R:), Pp,(Rs2) et Pp,(Ry N Ry).
En déduire la valeur de P(R; N Ry).

5. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

o 42
P(RlﬂRgﬂ---ﬂRn):gn—L

En déduire que pour tout n appartenant a N* la valeur de Pgr,ngr,n.-nr, (Rni1)-

6. Calculer Pg,ng,(D1), puis de maniere générale, pour tout entier naturel non nul n, montrer
que :
2n
)
7. Soit n € N*, apres n lancers ayant tous amené la face rouge, vaut-il mieux parier sur le fait
que le dé est le dé D1 ou sur le fait d’avoir une face rouge au lancer suivant ? Au fait, que
penser de cette question ? !

PR1ﬂR20'“ﬂRn (Dl)

Exercice B

On considere deux variables aléatoires X et Y a valeurs discrétes dans R.

On dit que X =Y en loi si X et Y ont la méme loi de probabilité, c’est a dire si
Vae R, P(X =a) =P =a)

On suppose que X =Y presque siirement, c’est a dire que P((X =Y)) = 1.

1. C’est un ajout personnel au sujet.



Que vaut P((X #Y))7

Soit a € R. Que dire de ((Y =a), (Y #a))?

A Paide de la question précédente, montrer que (X =a) C (Y =a) U (X #Y).
En déduire que P(X =a) < P(Y = a).

En déduire que X et Y ont la méme loi de probabilité.

S

Exercice C

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé. On rappelle que si A et B sont deux événements, P(AU B) =
P(A)+P(B) —P(AN B).

1. Montrer que si A, B et C' sont trois événements, on a
P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

2. Pouvez donnez (sans preuve) la formule pour quatre événements ?

3. (***) Montrer par récurrence sur n, n > 1, que si Ay, ..., A, sont n événements, alors
n n k
_ k1
P(Us) -3 5 #(0a)
i=1 k=1 1<i1 <<ig<n Jj=1

4. On propose une autre preuve de cette formule par les indicatrices. Si A est un événement, on
considere la fonction dite indicatrice de A

Ta:0—{0,1}
définie par
1 sizc A
Ta(w) = { .
0 sinon

(a) Quelles sont les valeurs prises par 147 Montrer alors que 14 est une variable aléatoire,
elle qu’elle suit la loi de Bernoulli de parametre P(A). Quelle est son espérance ?

(b) Soit A et B deux événements. Démontrer que
-ﬂz:l—ﬂA I[AQB:I[AX]lB ﬂAuB:]lA—F]lB—]lAXﬂB

En utilisant I'espérance, déduire que P(AU B) =P(A) + P(B) —P(AN B).

n
(c) Soit Ay,..., A, des événements. Montrer que 14,n..n4, = H 1a,.
=1

(d) Soit Ay, ..., A, des événements 2 a 2 incompatibles. Montrer que
n
Lau.0a, = Z La,.
i=1
(e) Montrer que si Ay, ..., A, sont des événements quelconques, on a

Layoeia, =1 =g o =1-](1 - 14)
i=1
puis que (***)

]1A1u.-~uAnZz:(—l)k+1 Z La;, nna;, -

k=1 1< << <n

Conclure a l'aide de I'espérance.

Fin



