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I- CCP - PC 2015 — Extraits

On considere la fonction f et, pour n € N, les fonctions f,, définie sur R, par

et

n!

Vte[0,400], f(H) =0 , fult)=

1. On rappelle q'un équivalent de n! est /27n (g)n lorsque n tend vers +o00.

(a) Etudier, pour tout n € N*, les variations de la fonction f, sur Ry et en déduire son

maximum.

1
(b) Montrer que f,(n) ~——— lorsque n tend vers +oo.

V2T na

(¢) Etablir que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers la fonction f
sur R, .

2. (a) Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur R,. Quelle est sa
somme ?

(b) Montrer que, pour tout a € R*, la série de fonctions ) f,, converge normalement
sur le segment [0, al.

(c) Montrer que la série de fonctions ) f,, ne converge pas normalement sur R.

Exercice 11

Soit r €]0, 1] fixé.
1. Pour tout n € N*, on définit la fonction p,, par Vt € R, p,(t) = r" cos (nt).

(a) Montrer la convergence normale sur R de la série de fonctions de terme général p,,.

(b) Pour tout réel ¢, on pose alors P(t) =1+ 2 an(t).

En remarquant que 2 cos (nt) = e~ + ¢ justifier I'égalité

1—1r2

P(t) = r2 —2rcos(t)+1

2. Soit f: R — R une application continue sur R et 2r-périodique.

(a) Justifier que f est bornée sur R.



1 m
(b) Soit x € R fixé. On définit alors g(z) = —/ P(x —t)f(t)dt.

2

—T

1 ™
On note aussi go(x) = 2—/ f(t)dt = ¢ et pour tout n € N* :
™ —T
I L (" : :
ap = —/ f(t)cos(nt)dt b, = —/ f(t)sin(nt)dt  g,(x) =r" (a, cos (nx) + by, sin (nz))
L - TJ) s

+oo
Justifier alors I'égalité : g(z) = Zgn(x).
n=0

(c) Montrer que la fonction g ainsi définie est de classe C' sur R : pour cela, on précisera
I'usage du théoréme du cours concernant la classe C! d’une fonction somme de série
de fonctions.

3. On considere E l'espace vectoriel réel des applications de R vers R, continues sur R et
qui sont 27-périodiques.
A toute fonction f € E, on associe g = II(f) définie par :

VreR, g(z)= — /W Pl — t)f(t)dt

2 J_,

(a) En utilisant les questions précédentes, montrer que g est définie, 2w-périodique et
continue.

(b) Justifier que 'application II ainsi définie est un endomorphisme de l’espace vectoriel

réel F.
111
On rappelle que pour tout x réel, on a
oo n
T €T
P
“— nl
On pose si x > 0,
+oo
(—=1)" 1 1 1 1
S(x) = — = - — -
(@) Zn!(aern) : T11 2 +2)  6(x+3) *

et on note pour tout entier n, la fonction f, définie par
(=1)"

r)=—"—

fnl) nl(z +n)

1. Justifier que S est bien définie.

2. Soit [a,b] un segment de R* . Montrer que

1

H fn ||00,[a,b}: m

En déduire que S est continue sur R .
3. Montrer que S est de classe C' sur R et exprimer S'(z) pour z > 0.

4. Montrer que pour tout z > 0, S'(z) < 0.
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10.

Soit «

Montrer que pour tout x > 0, S(x) > 0. En déduire que S admet une limite finie en
400 que 'on note £ et que ¢ > 0.

Montrer que si > 0, on a

xS(x)—S(anl):é (%)

Montrer par 'absurde en utilisant (x) que ¢ = 0, puis que

S(@) ~ —

r—+00 €T

Pour a > 0, montrer que la série Z fn converge normalement sur [a, +0o[ et retrouver
n>0
la limite de S en +oo.

. Déterminer S(1) et en déduire que

S(x) ~ 1

=0t T

Donner une représentation graphique de la fonction S.

1V
€ R. On défnit la suite de fonctions (fun)nen sur R par
fan(z) =2(14+n%e"").

Montrer que la suite de fonctions (fun)nen converge simplement sur Rt vers la fonction
h:xw— x.

Etudier les variations de la fonction fan—h et en déduire les valeurs de a pour lesquelles
la convergence de la suite de fonctions (fon)nen vers b est uniforme.

Déterminer alors pour les valeurs de « obtenues a la question précédente,

1
n1—1>1—|1—100 /0 fa,n ($>d$

sans calculer I'intégrale.
Vérifier le résultat en calculant 'itégrale.

Peut-on affimer que

lim /01 fan(z)dr = /01 lim fo,(z)dz = /01 h(z)dz?

n—-+o0o n—-+oo

Vérifier ou nier 'égalité ci-dessus par un caclul direct.

Pour quelle valeurs de « a-t-on

lim /01 fan(z)de = /01 lim f,,(z)dz = /01 h(z)dz?

n—-+oo n—-+o0o
: +
On posesin >0, r € RT,
nx

Gan(T) = fan(x) — 2 = 20%"
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(a) Montrer que la série de fonctions Z Ga.n converge simplement sur R*. On notera g,

n=0
sa somie.

(b) Montrer a I'aide de la question 2. que la série de fonctions Z Ja,n CONVErge norma-
n=0
lement sur R si et seulement si a < 0.

(¢) En déduire que si o < 0, les expressions suivantes ont un sens et

(d) Démontrer

1
On suppose désormais que o < 1. Montrer que la série numérique Z / Gan(x)dx
0

n>0
est convergente.

La série de fonctions Z Ja.n converge-t-elle normalement sur [0, 1] 7

n=0

Montrer que
1 n too .1
lim/ Gax(z)dz = /gom(x)dx.

Peut-on affimer que g, est continue sur [0, 1] et que

1 1+ +oo 11
/ go(z)da = / Zga’n(a:)dm = Z/ Gan(z)dz?
0 0 n=0 n=0 "0

(e) On suppose que o = 0. Montrer que

0 sizx=20
90(15):{ @

——s sinon

En déduire que gy est continue sur R™ (et donc sur [0, 1]).
En déduire est go est bornée sur [0, 1]. On note B =|| go ||sc,0,1]-

On note

n +oo
Son = Zgo,k Ry, = Z go,k
k=0

k=n+1

Montrer que

—(n+1)z z —(n+1)z
RO,n(x> =€ (n+1) 1_—6_27 =€ (n+1) 90(1:)

En déduire que
1

lim Ryn(z)de =0

n—-+o0o 0

puis que

1 1 +00 +oo o1
/ go(x)dx = / Zgo,n(a:)dx = Z/ Gon(x)de.
0 0 n=0 n=0"0



Devoir surveillé 4 : correction Lycée Jean Perrin

1. (a)

PC
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On considere la fonction f,, définie que R, par

et

n!

fn(t) =

La fonction f,, est de classe C*° comme produit de fonctions élémentaires de classe
C>®, et on a

Fu0) = 5 [t e 1] = %
On en déduit les variations de la fonction f, :
: ’ " +00
a0 N -
fuln)
g / \
’ 0

Ainsi la fonction f,, admet un maximum en ¢ = n, et ce maximum est

Ainsi, en utilisant ’équivalent de Stirling, on a

e "n" e "n" 1

n n = — ~Y g
Ja() n!  n—otoo \/2rnnnre—m 2mn

Alinsi, nous avons

1 1
I fo oo o 400(= fu(n)

n—+o00 271—%
et donc || f, — 0 || tend vers 0 lorsque n tend vers +o00 ce qui permet de conclure

que la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément sur [0, +oo] vers la fonction
nulle.

Soit ¢t € R, on considere la série numérique

Cette série converge (série exponentielle) de somme 1. Ainsi la série de fonctions
>~ fn converge simplement vers la fonction constante égale a 1.



(b)

Soit a € R, pour a < n, on a, vu I'étude de la fonction f,

aTL

—a

= a) = e _

I £ oo fula) =%

terme général d'une série convergente (série exponentielle, multipliée par la constante

e™®). Ainsi la série numérique > || fn |ls,0,a) €St convergente. Donc la série de
fonctions ) f,, converge normalement sur le segment [0, al.

Nous avons
1 1

~—
Vo v/n
et ainsi par comparaison a une série de Riemann, la série numérique > || fu ||cor+

est divergente. On en déduit que la série de fonctions ) f,, n’est pas normalement
convergente sur R,

I fo lloo = fu(n2)

I1

Soit t € R, on a pour tout n
pn(t)] < 7"

et ainsi || p, ||o< 7. Or la série numérique » 7" est une série géométrique conver-
gente puisque 0 < r < 1. Ainsi la série de fonctions ) p,, est une série normalement
convergente sur R.

Attention, la somme commence a 1 : on a pour tout ¢ réel

“+o00 —+o0 +o00o
P(t) = 1+2) 1™ e ™ =14 (reé")"+> (re” )"
n=1 n=1 n=1
_ 14 rett re~

1 —rett * 1 —reit

(1 —re™) (1 —re™™) +re (1 —re™™) 4+ re (1 — re')
(1 —reit) (1 —re i)

1 —2rcos(t) + 1?4 2rcos(t) —2r* 1—r?

(1 —ret) (1 —re®) 1 —2rcos(t) +r?

La fonction f étant continue, f est bornée sur le segment [0, 27| ; comme f est 27
périodique, est alors bornée sur R tout entier.

+oo
Soit x fixé, on considere la série numérique Z gn(z). Onasin >1

n=0

s ™

—T —Tr

gn(z) = / 7a—[cos(nt) cos(nx) + sin(nt) sin(nx)] f(t)dt = / T cos(n(x —t))f(t)dt
On considére alors la série de fonction ) h,, avec

hn(t) = r" cos(n(x —t)) f(t)

On a alors
()] < 7™ (| oo
et ainsi || Ay |[oo<|| f ||oo 7™ Ainsi la série de fonctions > h,, converge normalement

sur [—7, 7], et donc uniformément. Ainsi puisque les fonctions sont continues, on
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peut intégrer terme a terme en écrivant (interversion du signe intégral et du signe
somme) :

o(z) = % " Pla— b f(t)dt = % (1+227’ cos(n x—t)) Ft)dt

= gr [0t 23 [ eoston) costo) + sintat) im0

™

= go(z) + Z r" cos(nx) /_7r cos(nt) f(t)dt + sin(nx)/ sin(nt) f(t)dt

—T

— +Z (a,, cos(nx) + by, sin(nz))

= Z gn(x)

(c) On consideére la série de fonctions Y g, série de fonctions de classe C' sur R; elle
converge simplement sur R vers la fonction g.
La série des dérivées est »_ g/ avec sin > 1 g, (z) = nr"(—a, sin(nzx) + b, cos(nz))
(et gj = 0)). or on vérifie que (a,) et (by,) sont bornées par B borne de f et ainsi

I gn lloo< 2Br"

ce qui assure la convergence normale et donc uniforme de la série des dérivées g, :
ainsi on peut appliquer le théoréme de dérivation terme a terme : g est de classe C*
et on a

Z nr'(—ay, sin(nz) + b, cos(nx))

3. On a vu que g est de classe C! sur R, et donc elle est continue. pour z € R, on a

™

g(z +27) = % / Pz + 27 — ) f()dt

—T

or la fonction P est 27 périodique puisque

+00 +oo
P(t+2m) =142 r"cos(n(t+2m)) =1+2) r"cos(nt) = P(t)
n=1 n=1

et ainsi

g(x +2m) = %/W Pz +2m—t)f(t)dt = % ' P(z —t)f(t)dt = g(x)

Ainsi la fonction g est aussi 2w périodique.

4. Ainsi II définie une application de E dans F. Vérifions que II est linéaire. Soit f; et fo



deux fonctions de E, X et p deux scalaires, nous avons pour tout x

T+ @) = oo [ Plo— 000 + pufale)d
-+ / :()\P(x — 1) fu(t) + uP(x — ) fo(t)))dt
— % _:P(x—t)fl(t)—i-%/_Zp(x_t)ﬁ(t)))dt
= AI(f1)(x) + pll(fo)(z)
= (MI(f1) + pII(f2))(x)

et ainsi II(Af + pufa) = AIL(f1) + pII(f2) : 1T est linéaire. Donc IT est un endomorphisme
de E.

IT1
(=n"

————. Il s’agit d'une série alternée,
nl(n+ x)

. Soit x > 0, on consideére la série numérique E

nz

1

n!(n + x)
séries alternées, la série converge et on peut donc définir S(x). Ainsi la fonction S est
bien définie sur RY.

et on a la suite ( ) décroissante vers 0. Ainsi d’apres le critére spécial des
neN

. Soit [a, b] un segment de R% . Si x € [a,b], ona 0 < a <z < b et ainsi

1
<
nl(n+z) = nl(n+a)

Ainsi on a (la borne est atteinte en a)

1

| fr lloo,fat)= W(n+a)

et pour n > 1,

1 1
=<

et ainsi la série numérique > || fi [[oo a5 €5t convergente, c’est a dire que la série de
fonctions Y (f,) converge normalement sur le segment [a, b], donc sur tout segment de
10, +00[. Comme les fonctions f,, sont toutes continues sur |0, +o0c[, on en déduit d’apres
le théoreme de continuité de la somme d’'une série de fonction que S est continue sur

R
. Les fonctions f,, sont de classe C' sur R* , et on a

1
nl(n + x)?

La série de fonctions Y f,, converge simplement vers S sur ]0, +oo[. Comme

1

/ _
|| fn Hoo,[a,b}_ n[(n+ Cl>2



on obtient que la série numérique ) || f;, |lc,o,p €St convergente. Ainsi la série de
fonctions > (f;) converge normalement et donc uniformément sur tout segment [a, b] de
RY .

Ainsi d’apres le théoréme de C' de la somme d’une série de fonctions, la fonction S est
de classe C! sur R et on a

& (-

V:c>0,S’(x):Z

— nl(n + z)?

. Soit x > 0, on a
+oo (_1)n+1

S'(z) = ; ICReE

somme alternée, de premier terme négatif, avec la suite <m> strictement dé-
’ neN
croissante vers 0, et ainsi la somme est strictement du signe de son premier terme, soit

strictement négatif. Ainsi S’(z) < 0 et donc la fonction S est strictement décroissante
sur |0, 4-o0.

. Soit x > 0, on a
s -3 U
= “— nl(n + )

somme alternée, de premier terme positif, avec la suite (@) strictement dé-
’ neN
croissante vers 0, et ainsi la somme est strictement du signe de son premier terme, soit

strictement positif. Ainsi S(x) > 0 et donc la fonction S est strictement positive sur
10, 400]. Ainsi, comme S décroissante minorée par 0, S admet une limite finie en 400
que 'on note £ et ona £ > 0

. Soit x > 0, on a

R U G VR N G ) R O o D S G Dl
f5<m>—5<“1>—$;m‘§m—;m@%n!(mm@

& (e E (@ S G Vi

_nzgn!(n+x)+nz:(n—1 (n+ z) Z n—i—x Zn!(”+flf)

+ “+o00
_1+Z n'nixx _1+Z n‘ -

. On suppose par 'absurde que ¢ > 0, alors par opérations

1 1
S(z)=—+-=S(x+1) — 0
ex X T——+00
et alors ¢ = 0, d’ou1 une contradiction.

Ainsi on a forcément ¢ = 0. Ainsi comme 2S(z + 1) tend vers 0 en +00, on a

1
S) ~ —

1 1

- < -
nl(n+a) = n?
et ainsi la série numérique Y || fn ||oo,ja,+00[ €St cOnvergente, c’est a dire que la série de

. Soit a > 0, d’apres la question Q2, nous avons encore || fy, ||oc ja,400[=

9



fonctions > (f,) converge normalement sur [a, 400
De plus, pour tout n, nous avons

falx) — 0O

r——+00

et ainsi d’apres le théroeéme de la double limite, nous avons S qui admet une limite en
+00 avec

i, Stz) Zxk?oofn 20—0

ce qui permet de retrouver le résultat de la question precedente pour la limite.

9. On a

+oo

(D" &< (D"

S0=2 e+~ 2
— () K (=) 1 1
T P DR :‘(5‘1): e

n=1

n=0

Ainsi, sachant que S est continue en 1, on a

xa>:1+su+n—+1+ﬂ)

z—0 e

on en déduit que

S(z) ~ =

z—0t X

10. On donne alors une représentation graphique de la fonction S :

v

1. Soit z € R, on a si z > 0,

fan(z) =2+ 220%™ — 2

n—-+00

et fan(0) =0 —+> 0. Ainsi la suite de fonctions (fun)nen converge simplement sur R*
n—-+00

vers la fonction A : z — x.

10



2. La fonction f, , — h est dérivable avec
(fam — h)'(z) = n% ™ —2n®Tle™™ = n®(1 — nx)e ™

On en déduit le tableau de variation de g = f,,, — h :

x 0 % +00
9'(x) + -
.
g
0 0

1
On en déduit que || fon — P [Joor+= ——=, qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo si
en

et seulement si 1 — a > 0 soit encore a < 1.
Ainsi la convergence de la suite de fonctions (fy,, )nen vers h est uniforme si et seulement
sia<1.

3. Si a < 1, la suite de fonctions (fan)nen converge uniformément vers h sur le segment
[0, 1], les fonctions f,, étant continues sur [0, 1], et ainsi on a le passage a la limite sous
I'intégrale étant licite,

1 1 1
1
lim / fmn(:v)d:c:/ lim fajn(x)dxz/ mdxzi
0 0

n—-+4o0o 0 n—+00

On peut vérifier ce résultat : en effet, on a

1 1
/ fan(x)dr = / x4+ zn%e "dx
0 0

1
= —|—na/ ze "dx
0

4. Pour a = 2, nous n’avons pas la convergence uniforme et ains le théoreme d’interversion
ne peut pas étre utilisé. Cependant, cela ne prouve pas que l'on ne peut faire faire
I'interversion. D’apres ci-dessus,

1
1
/ fon(x)dz ==-4+1—ne " —e"
0 2
: 1
qui converge vers 2 # 1 = [ h(z)dz.
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5. On asia < 2,

1 1
1 1
/ fon(@)dz == +n* 2 —n*le™ —n* 2" — = = / h(z)dz
o 2 2 Jo

Si o > 2, nous avons sans indétermination,

/1 fon(z)de — 400
0

Ainsi finalement on a 1’égalité demandé si et seulement si o < 2.
6. On posesin >0, x € RT,

o,  —Nnx

ga,n(x) = fa,n($) —r=1xn"e
(a) Soit x € Rt nous avons si z > 0,

2 _ a+2 —nzx
N gan(r) = 20" e njoo()

et ainsi gon(z) =0 (#), ce qui assure la convergence absolue et donc la convergence
de la série numérique E Gan(T).
n=0
Pour = 0, gan(x) =0, et donc E Ga.n(x) converge aussi.
n=0
Ainsi la série de fonctions E Ga.n converge simplement sur R*. On note g, sa somme.
n=0
(b) D’apres la question 2. nous avons || gan ||eor+= -1 et ainsi la série de fonctions
g Ja.n converge normalement sur R* si et seulement si 1 — « > 1 soit encore si et

n=0
seulement si o < 0.

(c) Si a < 0, la série de fonctions E Ga.n converge normalement sur Rt et donc uni-
n=0
formément, sur [0, 1]. Alors les expressions suivantes ont un sens et nous onvons

I'interversion licite
1 +oo +00 .1
/ Zgaﬁn(x)dx = Z/ Gan(x)d.
0 /o

(d) On a déja vu que

1
/ ga,n(x)dx — na—2 o na—le—n . na—QG—n
0

On suppose désormais que o < 1. Alors on a a—2 < —1, la série de Riemann > n® 2

converge et
n2 (naflefn 4 na72efn) 0

1
na—le—n _ na—2e—n -0 (_
n2

et ainsi E n® e+ n*2e™" est vonvergente, et donc finalement la série numérique

1
g / Jan(x)dx est convergente.
0

n>=0

et donc
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1

On a vu les variations de la question 2., || gan |l0,j0,11= Enl%w et ainsi la série de

fonctions Z Ja,n converge normalement sur [0, 1] si et seulement si 1 — a > 1 soit

n=0
a < 0.

On a tout de méme par défininition

+o00 1 n 1
Gan(r)dr == lim / Gan(r)dz lim Gax(z)dx
nZ:O/O' ( ) n—>+oo; 0 ( ) n—+oo Z

Peut-on affimer que g, est continue sur [0, 1] et que

1 1 £ +oo r1
/ go(z)da = Zga,n(x)dx = Z/ Gan(x)da?
0 0 —Jo

Si a < 0, oui, puisque nous avons alors la convergence normale donc uniforme de la
série de fonctions continues g Gon-

Si a € [0, 1], on ne peut ni affirmer ni infirmer directement.

On suppose que a = 0. On a si x > 0,

“+o0o
—zn T
gola) =z Y [ =
n=0

par sommm e géométrique et go(0) = 0 et ainsi

0 siz=20
90(1’)2{ "

=z sinon

On a gy continue sur |0, +oof et
x

go(l') x:O E =1

Ainsi gg n’est pas continue en 0. Par contre, go est bornée sur [0, 1] puisque la res-
triction de go sur ]0, 1] est continue sur |0, 1] se prolonge par continuité en 0. On note

B =|| 90 ||oo,f0.1]-

On a Ry ,(0) =0 et si x>0,

+o00 —(n+1)x
ke TE
Ryn(z) =2 Z e = e
k=n-+1
et ainsi Ry, (r) = e~ ("o g,(z)

Alors comme

1
/ Ry (z)dx
0

on en déduit que

1 1
B
< / | Ro.n()|dr < B/ emtedy = _— (1 —e () ¢ ——
0 7 0 n+1 n+1

1

lim Ry n(z)dz =0

n—-+o0o 0
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et ainsi

qui admet alors une limite lorsque n tend vers 400 et ainsi

1 1t too 1
/ go(x)dx = / Zgo,n(x)da: = Z/ Gon(x)dz.
0 0 n=0 n=0 "0
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