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Devoir en temps libre n°4

Exercice A

Nous disposons d’une piece faussée et de deux dés équilibrés D1 et D2.

La probabilité d’obtenir pile avec la piece est de %

Les deux dés ont chacun 6 faces, le dé D1 a 4 faces rouges et 2 blanches, le dé D2 a 2 faces rouges
et 4 blanches.

L’expérience est la suivante :

— nous commencons par jeter la piece,

— si nous obtenons pile, nous choisissons le dé D1, sinon nous choisissons le dé D2, choix définitif
pour la suite de 'expérience,

— ensuite nous jetons plusieurs fois le dé choisi et pour chaque lancer, nous notons la couleur obtenue.
Nous nommons les événements suivants :

— Dy est I’événement : « nous jouons avec le dé D1 »,

— Dy est I’événement : « nous jouons avec le dé D2 »,

— pour tout entier naturel n, R, est I’événement « nous avons obtenu une face rouge au n®™® lancer
du dé choisi ».

1. Quelles sont les valeurs de P(Dy)? P(Ds)?

Montrer que {D;, Dy} constitue un systeme complet d’événements.
2. Soit n € N*, quelles sont les valeurs de Pp,(R,,)? de Pp,(R,)?
3. Calculer P(Ry).

4. Etablir un lien entre les probabilités Pp, (R1), Pp,(Rs2) et Pp, (R N Ry).
En déduire la valeur de P(R; N Ry).

5. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

o 42
P(RlﬂRQrﬁ---ﬂRn):?)n—L

En déduire que pour tout n appartenant a N*, la valeur de Pgr,r,n.-ng, (FRni1)-

6. Calculer Pgr,ng,(D1), puis de maniere générale, pour tout entier naturel non nul n, montrer
que : on

PR

7. Soit n € N*, apres n lancers ayant tous amené la face rouge, vaut-il mieux parier sur le fait
que le dé est le dé D1 ou sur le fait d’avoir une face rouge au lancer suivant ? Au fait, que
penser de cette question ?!

PR1ﬂRzﬁ~~~ﬂRn (Dl)

Exercice B

On considere deux variables aléatoires X et Y a valeurs discrétes dans R.

On dit que X =Y en loi si X et Y ont la méme loi de probabilité, c’est a dire si
VaeR,P(X =a)=P(Y =a)

On suppose que X =Y presque siirement, c’est a dire que P((X =Y)) = 1.

1. C’est un ajout personnel au sujet.



Que vaut P((X #Y))7

Soit a € R. Que dire de ((Y =a), (Y #a))?

A Paide de la question précédente, montrer que (X =a) C (Y =a) U (X #Y).
En déduire que P(X =a) < P(Y = a).

En déduire que X et Y ont la méme loi de probabilité.

S

Exercice C

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé. On rappelle que si A et B sont deux événements, P(AU B) =
P(A)+P(B) —P(AN B).

1. Montrer que si A, B et C' sont trois événements, on a
P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

2. Pouvez donnez (sans preuve) la formule pour quatre événements ?

3. (***) Montrer par récurrence sur n, n > 1, que si Ay, ..., A, sont n événements, alors
n n k
k
P(Us) -3 ¥ w0
i=1 k=1 1<i1 < <ig<n J=1

4. On propose une autre preuve de cette formule par les indicatrices. Si A est un événement, on
considere la fonction dite indicatrice de A

Ta:0—{0,1}
définie par
1 sizc A
Ta(w) = { .
0 sinon

(a) Quelles sont les valeurs prises par 147 Montrer alors que 14 est une variable aléatoire,
elle qu’elle suit la loi de Bernoulli de parametre P(A). Quelle est son espérance ?

(b) Soit A et B deux événements. Démontrer que
-ﬂz:l—ﬂA I[AQB:I[AX]lB ﬂAuB:]lA—F]lB—]lAXﬂB

En utilisant I'espérance, déduire que P(AU B) =P(A) + P(B) —P(AN B).

n
(c) Soit Ay,..., A, des événements. Montrer que 14,n..n4, = H 1a,.
=1

(d) Soit Ay, ..., A, des événements 2 a 2 incompatibles. Montrer que
n
Lau.0a, = Z La,.
i=1
(e) Montrer que si Ay, ..., A, sont des événements quelconques, on a

Layoeia, =1 =g o =1-](1 - 14)
i=1
puis que (***)

]1A1u.-~uAnZz:(—l)k+1 Z La;, nna;, -

k=1 1< << <n

Conclure a l'aide de I'espérance.

Fin
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Exercice A

1. Si nous jouons avec le dé D1, cela signifie que I'on a obtenu pile lors du lancer de la piece et
ainsi ’événement D1 est en fait I’événement « on obtient pile » et donc
1
Si nous jouons avec le dé D2, cela signifie que 'on a obtenu face lors du lancer de la piece et
ainsi I’événement D2 est en fait I’événement « on obtient face » et donc

2
P(Ds) = 3
Soit on choisit le dé D1, soit on choisit le dé D2 et ainsi {D;, Do} constitue un systéme

complet d’événements.

2. Soit n € N*.
Si on choisit le dé D1, le dé a 6 faces dont 4 rouges et 2 blanches et ainsi

4 2
PDI(Rn)=6=§

Si on choisit le dé D2, le dé a 6 faces dont 2 rouges et 4 blanches et ainsi et

2 1
Pp,(Rn) = & =3

3. Le systeme {D;, Do} étant un systéme complet d’événements, on a en appliquant la formule
des probabilités totales

P(R,) = Pp,(Ry).P(Dy) + Pp,(R,).P(D5) = +

Wl N
O =~

Wl

[GVRIN
Wl =

4. Sachant que le dé D1 est choisi, les lancers sont alors indépendants, d’ou

22
Pp,(Ry N Rp) = Pp,(R1).-Pp,(Ra) = 55

De la méme fagon, on a

1

Pp,(R1 N Ry) = Pp,(Ry).Pp,(Ry) = 2

Le systeme {D1, D2} étant un systeme complet d’événements, on a en appliquant la formule
des probabilités totales

21 12 6 2
5. Soit un entier naturel non nul n, de méme le dé D1 étant choisi, les lancers sont indépendants
et on a alors

n 2n
PDI(R1QR2Q"'mRn) :Hle(Rl> = 3_n
i=1
et de méme
" 1
Pp,(RuN Ry 0N Ry) = [ [ Pou(B) = 5
i=1

3



et ainsi en utilisant de nouveau le systéme complet d’événements {D;, Dy}, on a

P(RiNRyN---NR,) = Pp(RiNRyN---NR,).P(Dy)+ Pp,(RiNRyN---NR,).P(Dy)
21 1 2
33 33
et ainsi o 1 9
On a alors puisque P(RiN Ry N---NR,) # 0,
P(RiNRyN---NRyyq)
P R, =
"R R (Fn1) P(RiNRyN---NR,)
2nt142
_ 3n+2
- T2np2
3n+1
2n+1 + 2 _ on + 1

327 +2) 32" +1)
. Nous avons P(R; N Ry) # 0 et P(Dy) # 0. Ainsi d’apres la formule de Bayes,

P(RyNRy;NDy)  Pp(RiNR).P(Dy) Hxi 2

Prynm,(Dy) = = - ]
R1OR2( 1) P(Rl N Rg) P(R1 N RQ) % 3

De fagon générale, on a P(RyN---NR,) # 0 et P(Dy) # 0. Ainsi d’apres la formule de Bayes,

p (Dy) = P(Rin---NR,NDy) Pp(RinN--NR,).P(Dy) 35 x5
RiN---NRy, 1) — P(Rl N---N Rn) o P(Rl N---N Rn) T 92249

3n+1

Ainsi on a finalement on

PRngmmmRn (Dl) - o + 92

. A moins de faire ’expérience en aveugle, la question est idiote ; et faire ’expérience en aveugle...

Ceci dit, on rappelle que

A 2" +1
- P e (Ryy) = — 2 1
on 49 RiNR2N ﬂRn( Jrl) 3(277,—1 + 1)

PR1ﬂR2ﬂ---ﬁRn (Dl)

On a alors
Pr,aryn-nr, (DY) 2 Priaryne-nr, (Rot1)

si et seulement si

2 241
2n +2 7 3(2n1 4 1)
soit encore
32M(2" 1) = (2" + 1)(2" + 2)

si et seulement si
3.2"7H2" +2) > (2" + 1)(2" + 2)
soit encore

3o b>onyp1=29"141

soit finalement 2"~ > 1, condition vérifiée puisque n > 1. Ainsi il vaut mieux parier que le
dé est le dé D1 a 4 faces rouges plutot que de parier que le le prochain lancer donnera une
face rouge.



Exercice B

On suppose que X =Y presque strement, c’est a dire que P((X =Y)) = 1.
1.Ona (X #Y)=(X=Y) et ainsi

P(X#£Y)=1-P(X=Y)=1-1=0
2. Soit @ € R. La famille ((Y = a), (Y # a)) est une famille compleéte d’événements puisque
Y=a)UY #a)=Y =a)UY =a)=0Q Y=a)n (Y #a)=10

3. On a
(X:a)—(XZCL)ﬂQ
=(X=a)n (Y =a)U(Y #a))
=(X=a)N (Y =0a)U(X=a)N(X #Y))
c(¥=a) CxXA)
CY =aU(X#Y)
4. Ainsi

P((Y = a)U(X #Y))
P((Y = a) + P((X #Y)) = P((X #Y) N (Y = a))

P((X = a)) <
<

Or P(X#Y))=0et comme (X #Y)N(Y =a) C (X #Y),onaaussi P(X #Y)N(Y =
a)) = 0. On en déduit que P(X =a) < P(Y = a).

5. De maniere symétrique, en échangeant les roles de X et Y, on obtient P(Y = a) < P(X = a).
Ainsi P(X =a) = P(Y = a). On en déduit que que X et Y ont la méme loi de probabilité.

Exercice C

1. Nous avons en se ramenant a la réunion de deux événements

P(AUBUC)=P

—~

(AuB)UC)

(AUB)+P(C)—-P((AuB)NC)
(A)+P(B)-P(ANB)+P(C)-P(ANC)u(BNC))
(A)+P(B)—P(ANB)+P(C)-P(ANB)— (BNC)+P(ANnC)Nn(BNC))
(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)-P(BNC) - -P(ANC)+P(ANBNC)

2. Avec 4, il semble que

P(AUBUCUD)=P(A)+P(B)+P(C)+P(D)
—P(ANB)—-(ANC)—-P(ANnD)—(BNC)—-P(BND)—-P(CND)
+P(ANBNC)+P(ANBND)+P(BNCND)
—P(ANBNCND)

(un a un, deux a deux, trois a trois, quatre a quatre, avec alternance de signe)

3. La formule est déja vraie pour n événements, avec n = 1,2, 3.
On la suppose vraie pour n événements, avec n > 1. Alors on considere n + 1 événements

Ay, AL, ona
n+1 n
P(UAJzP(UANAMJ
i=1 i=1

>



et on applique la propriété au rang 2

o (0a) -2 (0n) v () o

et par distributivité de la 'intersection sur la réunion,

e (0a) -2 () - ()

i=1 i=1

et on applique alors I’hypothee de récurrence au rang n pour le premier et troisieme terme

n+4+1 k
P(U Ai>= DTPA) - > PANA) 4+ (=DFTE S P (A, |+ (CDMTIB(AL NN Ay)
i=1 1<i<n 1<i<j<n 1<i < <ip<n j=1

+P(An+1)
— Z P(AiﬁAnJrl)*-”

1<i<n

k
— (—1)k+1 Z P (ﬂ Aij N An+1) — = (—1)n+1P(A1 Nn---NA,N An+1)

I<ip<-<ip<n \j=1

et on décalle I’écriture de la somme encadrée d’un rang (on écrit le terme générique précédent)

n+1 k
P(U Ai>= S ORA) - Y BANA) 4o (DY P(ﬂ%)+~~-+<—1>"+1P<Am--mn>
i=1 j=1

1<i<n 1<i<j<n 1<i < <ip<n
+P(An+1)
= > PAiNApr) — -

1<i<n

k—1
—| (=1 > P(ﬂ Aij mA”“) — = (=D)AL NN Ap N Apg)

1<) < <ip_1<n

j=1

soit ecnore

n41 k
E”(UAz) doOBA) = DT BANA) -+ (DM T P(ﬂ%)+~-+(—1)"+1P(Am~-~mAn)
i=1 j=1

1<ign 1<i<j<n 1<ip < <ip<n
+ IFD(An+1)

= > P(ANApgr) — -
1<i<n

k
+| (ke > : (ﬂ Afj) +o (FDPEP(AL NN An N Ang)

1< < <ig_ 1 <ip=n+1

j=1

et ainsi on reconnait bien

f(Un) S 5 #(An)

k=1 1< << <n+-1

ce qui acheve la récurrence.

4. (a) La fonction 14 prend les valeurs 0 et 1 et (14 = 0) = A, (14 = 1) = A sont bien des
événements et ainsi 14 est une variable aléatoire discrete, et comme P(14 = 1) = P(A),
elle suit la loi de Bernoulli de parametre P(A), et elle est d“’éspérence P(A).
(b) Soit w € ,
-siweA I4=0=1-Tg(w)-siwg A Ty=1=1—T(w) Ainsi Iy =1—14.



On procede de méme pour 1pnp = 14 X 1p, avec les4 cas-siwe ANB
-siweA,wé¢ B
-siw¢ A,weB
-siwé¢ A, w ¢ B.

De méme pour la réunion.

Par linéarité de I’espérance, on a alors en appliquant a 14,3 = 14+ 1 — 14 X 1p,

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B)

/////

n+1
Lainnannane = Lanena, X 1a,., = H Ta, X 1a, ., H 14,

Directement, soit w € (2,

n

—stiw e AU -+ A, 14,004, =1 et wappartient a un seul des A;, et donc Z Ta, =1
i=1

aussi.

—siw ¢ Ay U--- Ay, Lau.ua, = 0 et w appartient a aucun des A;, et donc Z 14, =0
i=1
aussi.

Ainsi on a les deux fonctions qui coincident partout et donc sont égales.

On a par complémentarité

Layo-va, = 1= Lygrad — Lo = 1— [ [ 1z = H (1—14,)

n n

Layoeva, = 1= [J(1=1a4) =D (=¥ > Ly, x--x 1y,

=1 k=1 1<i1 << <n
puis

1]-AlU---UAn = Z<_1)k+1 Z I]-Ailﬁ---ﬂAik

k=1 1< < <ip<n

On obtient alors le résultat en appliquant I'espérance qui est linéaire.



