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EXERCICE 1

1. Formule des probabilités composées.
Pour tous événements Ay, ..., A, tels que P(A;N---NA,_1) #0,

P(A, N Ay - N A) = PADP(As| A1) . . P(Au|A N0 Ayy).

2. Ona:VreR, e"=>_

n=0

xn

m.
3. Les valeurs prises par X sont les entiers naturels non nuls : X (£2) = N*.

Remarque. La définition de X dans l’énoncé sous-entend que le nombre de sauts réussis est
presque surement fini, ce qui a ce stade n’est pas évident, mais sera véTifié en question 8.

4. OnaP(X =1) = P(S, N Sy) = P(S))P(Sa]S1) =1 x § = 3.

5. L’évenement [X = 2] est réalisé si et seulement si les deux premiers sauts ont été réussis, mais
le troisieme a été raté. Autrement dit : [X = 2] = 51N .Sy N Ss.
Par conséquent d’apres la formule des probabilités composées,

P(X =2)= IP)(Sl)P(&|‘5Y1>]P>(S_3|51 N Sy)
1 1 1
=lx-x(1-2)=-.
2 3 3
6. De la méme fagon qu'en 5., on a [X =n]=5,N---NS5, N Shi1.

7. D’apres la formule des probabilités composées,

P(X = n) = P(S)P(S2]S1) ... P(Su]S1 N -+ 0 Suet)P(Spra|Si N+ N S,)

1 1 1
=1lx-x---x=x(1-
2 n n—+1

> (n+1)-1
P(X = =
2 == 2
S
—n=1 n!  (n+1)!
= i l — f: L (car les deux séries convergent)
—~nl = (n+1)!
1 1
BoCET

9. La variable aléatoire X est a valeurs positives, et pour n € N*,

o n o (n+D-1 1 1
P T G E T G e 0l e G D )
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1.2.

1.3.

2.1.

2.2.

2.3.1.

1 1
Or Z m et Z (n 1) sont deux séries convergentes, donc Z nP(X =

(n—1)!
n>1
convergente, donc X possede une espérance et :

n>1

o o

(n+1) n—l)!'

n=1 n=1

Finalement d’apres 2. et 8., on a E(X) =e — 1.

EXERCICE 2

w/2
Fixons n € N. On a / cos™(t)dt > 0 (intégrale d’une fonction positive), donc
0

/2
[un| = / cos” (t)dt.
0

De plus pour ¢ € [0;7/2], on a cos(t) € [0;1] donc cos™ ! (t) < cos™(t).
Ainsi par croissance de l'intégrale, |u, 1| < |u,]|.
Conclusion. (|u,|) est bien décroissante.

Pour n € N on définit sur |0; /2] la fonction f, par f,(t) = cos™(t).
On vérifie les hypotheses du théoreme de convergence dominée :

- pour t €]0;7/2], | cos(t)| < 1 donc lirf fn(t) = 0.
n—-+0o0

Ainsi (f,) converge simplement sur ]0; 7/2] vers la fonction f : ¢+ 0;

n) est

- les fonctions f,, pour n € N, et la fonction f, sont continues (par morceaux) sur |0; 7 /2];

- VneN, Vt €]0;7/2], |fu(t)] <1, or t — 1 est intégrable sur ]0; 7/2].

Conclusion. D’apres le théoreme de convergence dominée,

w/2 /2
lim |u,| = lim / fo(t)dt = / 0dt=0.
0 0

n—-400 n—400o

On a pour tout n € N, w,, = (—1)"|u,|, et d’apres les deux questions précédentes, (|u,|) est

une suite positive, décroissante et qui tend vers 0.
Conclusion. D’apres le critere des séries alternées, Z u, est convergente.
n>0
P 0 o 2 _ o 1+cos(26
our 6 € R, cos(20) = 2cos?(#) — 1, donc cos?(0) =
Appliquée & 6 = t/2, cette égalité donne : cos®(t/2) = 1+Cos(t
r

En se rappelant qu'une primitive de x — j su ] =5 g[ est  — tan(z), on a :

cos2 (z

/2 T
JZ:A 52&5625(H::%BthUQHyQ:tan(Z)—Wanm)zl.

Soit n € N. Par intégration par parties (sur des fonctions C! sur [0;7/2]), on a :

/2
[Upaa| = / cos(t) cos™t(t)dt
0
/2

:{amwmwﬂaﬂ -—Aﬂ{%n+D$MﬂmﬁQﬂm@Mt

0



2

Le crochet est nul car sin(0) = cos(r/2) = 0, et avec sin® = 1 — cos? on obtient donc

/2
[tnio] = (n+ 1)/0 (cos™(t) — cos™2(t))dt

= (n 4 1)(|un| — |tns2]) (linéarité de l'intégrale),
et finalement en isolant [ty 45| on obtient |u, o] = 255 [uy].

2.3.2. Montrons par récurrence double, pour n € N, la propriété
P(n) : Jun| > 55

- |up] = § > 1, donc P(0) est vraie.
/2

—_

- Jug| = cos(t)dt = —, donc P(1) est vraie.

S—

[\D

- soit m > 0. Supposons P(n) et P(n + 1) vraies, alors

n+1 n+1 1
[t | > .
n -+ 2 n+2n+1

|t 12| = (par hyp. de réc.)

1
Donc \Un+2‘ Z o n+2 = n+3°
D’ou la conclusion voulue par récurrence.

2.3.3. Il s’agirait d’appliquer le théoréeme d’intégration terme a terme sur |0; 7w/2], en espérant obtenir

I’égalité :
o0 /2 0 w/2 1
n = —1)"cos"(t) | dt = —— dt
Y= [ (e Jo- [T

n=0
w/2
Malheureusement ce théoréme ne s’applique pas. Posons v, : t — (—1)" cos™(¢). On a / lv,| =
0

1
[vn| > P terme général d’une série divergente, donc par comparaison Z / |v,| diverge.
n>0

Conclusion. L’hypothese jj Z / |vu,| converge;; n’est pas vérifiée.

n>0

2.4. On vérifie les hypotheses du théoreme de convergence dominée :

- pour t €|0;7/2], Vo, (t) —

" Hc—is(t) (série géométrique de raison — cos(t) €] — 1;1]).
n—-—+0o0

1

Donc (V;,) converge simplement sur J0; /2] vers la fonction V' : & i

- les fonctions V,, et la fonction V' sont continues (par morceaux) sur [0;7/2];
- Pour n € N et ¢ €]0;7/2],

a 1 — (—cos(t))"*! 2
Vo.(t)] = — O)*| = <
Va(t)] kZ—O( cos(t)) ‘ 1 + cos(t) rT. 1+ cos(t)
Ortw— g +COS( j est continue sur le segment ]0; /2], prolongeable par continuité en 0, donc
intégrable.

Conclusion. D’apres notre théoreme et la question 2.2., on a :

0 n w/2 /2
Zun = lim Zuk = lim Vo (t)dt = / V(t)dt = 1.
n=0 =0 0

n—-+o0o n—-+oo 0



3.1.

3.2.

3.3.

3.4.1.(i)

3.4.1.(ii)

3.4.1.(iii)

EXERCICE 3

1 - 1 01 --- 1

1 0 -0 1 0 e 0

E=1 0 . . tlet@G= :
: " 0

1 0 --- 0 1 10 - 0

. F et GG sont des matrices symétriques réelles de F,,, donc F' et GG sont diagonalisables.

Donc f et g sont diagonalisables.

Im(g) = Vect(ez + €3 + -+ + ep,€1). Donc la famille (e1,e5 + €3 + - -+ + €,) est une famille
génératrice de Im(g).

De plus les deux vecteurs de cette famille ne sont pas colinéaires donc forment une famille
libre.

Ainsi %, = (e1,e2+ €3+ -+ +€,) est une base de Im(g).

Alors rg(g) = 2.

Et Vi € [3,n], ea — e; € Ker(g). Donc la famille (e; — €;)3<i<, est une famille échelonnée de
vecteurs de Ker(g) donc une famille libre de Ker(g).

Et d’apres le théoreme du rang dim Ker(g) = n — 2. La famille (e3 — €;)3<i<n €st composée de
n — 2 vecteurs.

Donc %, est une base de Ker(g).

Comme la matrice g dans la base canonique qui est une base orthonormée est symétrique,
donc g est un endomorphisme symétrique.

Soit x € Ker(g) et y € Im(g). Alors il existe un vecteur z de E,, tel que y = g(z). Notons (, )
le produit scalaire canonique.

Alors (x,y) = (x,9(2)) = (g(x),y) car g est un endomorphisme symétrique.

Or z € Ker(g). Donc (z,y) = 0.

Ainsi les espaces vectoriels Ker(g) et Im(g) sont orthogonaux.

Or d’apres le théoreme du rang, dim Ker(g) + dim Im(g) = dim E,,.

Donc Im(g) et Ker(g) sont supplémentaires orthogonaux dans F,,.

0 est une valeur propre de g et la dimension du sous-espace propre associé est n—2 c’est-a-dire
la dimension de Ker(g).

Or g est diagonalisable. Donc g admet deux autres valeurs propres non nulles Ay et As.

Or tr(g) = tr(G) = 0. Alors A\; + Ay = 0.

Ainsi Sp(g) = {0, )\1, )\2} et )\1/\2 7£ 0 et )\1 + )\2 = 0.

o Soit y € Im(g). Alors g(y) € Im(g). Donc Im(g) est stable par g.

o Soit z € Ker(g). Alors g(z) = 0 donc g(x) € Ker(g). Donc Ker(g) est stable par g.
Rappelons que g(e;) = > e; et g <Z ei) =(n—1)e;.
=2 i=2
0 n—-1
Donc H = (1 0 )
Le polynome caractéristique de h est y,(X) = X2 — (n —1).

Donc Sp(h) = {—+v/n —1,v/n — 1}.
Et comme —y/n —1# y/n—1 (n > 1), alors les sous-espaces propres de h sont de dimension
1.

_(—vn—1 n—1 vn—1 s
Remarquons que H — v/n — 11, = ( 1 1) Donc 1 est un élément
de Ker(H — v/n — 11,).

De meéme H++/n — 11, = ( ‘ nl_ L \7/1”_—_11) Donc (_ ‘ ZL_ 1) est un élément de Ker(H +
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3.4.2.(i)
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3.5.

3.6.

AV 1]2)
Ainsi Ep(—vn — 1) = Vect(vn — 1 er + > e;) et Ep(v/n—1) = Vect(—vn—1e;+ > e;)
=2 1=2
Les valeurs propres de h sont aussi des valeurs propres de g. Donc A\ = vVn—1 et Ay =
—Jn—1.
¢ Soit A une valeur propre de g et & un vecteur propre associé.
Alors g(z) = Az.
Donc ¢*(z) = g(A\x) = Ag(z) = Nx.
Or z est non nul, donc \? est une valeur propre de g2
Donc {0, A2, A2} C Sp(g?)
o Et tout vecteur propre de A pour g est aussi un vecteur propre de A\? pour g2
Donc E,(0) C Ep2(0), E;(A) C Eg2(X]) et Ej(Xy) C Egp2()3).
Or g est diagonalisable. Donc E,(0) & E, (A1) & E,;(A2) = E,.
Alors E2(0) + E2()}) + E,2(A3) = E,,. Donc Sp(g?) C {0, A1, A3}
Ainsi Sp (%) = {0, )2, \3}.

n—1 0 --- 0

0 1 -~ 1

La matrice de ¢g? dans la base % est G* = : :
o 1 --- 1

Comme E, (A1) ® Ey(X2) = Ep2(A]) + Ep2(A3), done dim (E2(A]) + Ep2(N\3)) = 2.
En regardant la trace de g* indépendante de la base choisie : 2(n — 1) = A2 + A2

Rappelons que A\; + Ay = 0 et A\; > 0. D’apres la question précédente, 2(n — 1) = A2 + A3.
Donc A2 + (=A;)? = 2(n — 1) ou encore A\ =n — 1. Ainsi \; =v/n —Let \y = —y/n — 1.

D’apres la question ,

E, (—\/n — 1) = Vect (\/n —le + i@-) et B}, (\/n — 1) = Vect <—\/n —1le + iei>

1=2

Or les sous-espaces propres de g associés aux valeurs propres —y/n — 1 et v/n — 1 sont de
dimension 1 et contiennent ceux de h associés aux mémes valeurs propres.

Donc E, (—\/n — 1) = Vect <\/n —le + >, ei) et B, (\/n — 1) = Vect (—\/n —le+> e
=2 1=2

Rappelons qu’une base de ker(g) est %;.

—vn —1 vn —1 0 . 0
1 1 1 1

1 0 0

Donc en posant P = , PT'GP = diag(\1, X2,0,---,0).

0

. . 0
1 1 0 0 —1

Idg, est diagonalisable dans toutes les bases de F,. Donc la matrice de f = g + Idg, est
diagonale dans une base qui diagonalise g ou encore F' = G + I,,.
Ainsi P~'FP est diagonale.

. Posons Y = P~'X. Alors par linéarité de X — P7'X, Y’ = P71X".

Donc I'équation différentielle, .7 : X'(t) = FX(t) 4+ tU s'écrit Y'(t) = P~'FPY (t) + tP~'U
1

0
ou encore Y'(t) = DY (t)+t | . | ou D =diag(A; + 1, A0+ 1,1,---,1).

)



1.1.

1.2.

Alors en notant y; les fonctions coordonnées de Y,

vilt) = (L+vn=Du)+t (A)
= ys(t) = (1 —\/n — 1) yo(t) (S)
Vie [3,n], yi(t) = w(t) ()

Donc pour tout entier ¢ de [3,n], y; est une solution de .7; si et seulement s'il existe une
constante ¢; telle que Vt € R, y;(t) = ¢;e'.
Et y2 est une solution de .5 si et seulement s’il existe une constante ¢, telle que Vt € R, yo(t) =
626(17\/n71)t'
Cherchons une solution particuliere de .#) polynomiale de degré 1 de 'équation y;(t) = (1 +
Vv — D)y (t) + t, c’est-a-dire de la forme at + b.
Alors Vt € R, a = (1 4++/n —1)(at +b) +t. Donc a = HF 1+ﬁ)

Par ailleurs les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions ¢ —s ¢qelt+vn—1¢,
Donc les solutions de . sont exactement les fonctions

et b=

—1
"1+ —1)2

o %) (1 ++vn = 1)t +1) + ¢relttvn-bt
cpel—vn—1t

Ainsi Y (t) = czet

(1 +vVn =Dt +1) + VD6 ¢ € R

t
Cne
Et les solutions de .¥ sont les fonctions

(”\/\/:)2 (14+vVn=Dt+1)—vVn =1 ce+Vr=Dt _ /p T cyelt-vn-iit
<1+ﬁ>2<<1+\/nT)t+ 1) + ey eVt 4 (1= ﬁ>t+2ce
X(t)=PY(t) = (Hﬁ) 3 ((1+ \/”T)t +1)+ c V=Dt 4 o) o(1=vn=1)t + 036

T (L V=Dt 4+ 1) 4 eVl g eVl eyt

v (L V=Dt + 1) + el Vrblg cpell vl e ef

EXERCICE 4
La fonction ¢ — (S”;ﬁy est continue sur |0, 4+00].

t

o\ 2
Et hn% sin®) _ 1. Donc hn% (w) = 1.

sin(¢)

2
: ) est prolongeable par continuité sur R,

Ainsi la fonction t — <

2
La fonction t — <M> est continue et positive sur [1, +o0].

. 2 too 1
De plus 0 < (Sm(t)> < tg, et /1 t_th converge.

t

Lo /o 2

sin(t

Ainsi / ( t< )) dt est convergente.
1




N2
1.3. La fonction ¢t — <S”;ﬁ> est continue et positive sur 0, +-o00].

sin(t)
t

2
Elle est prolongeable par continuité en 0, donc fol < > dt converge.

2
400 [ sin(t)
L (—) dt converge.

s . L
D’apres la question précédente, ;

N2
Ainsi f0+oo (%) dt converge.

N2
Ainsi t — (%) est intégrable sur RY.

sin(t)

2
: > e~ est continue et positive sur |0, +oo].

1.4. e Pour tout réel x positif, la fonction ¢t — (

N2

e Pour tout réel ¢ strictement positif, la fonction z — (—S”;(t)) e~ est continue sur [0, +00].
in(t 2 in(t 2
e Et Vt €]0, 400, 0 < (#) p— <sm()> '

sin(t)
t

2
Or d’apres la question précédente, t — < ) est intégrable sur R7 .

Ainsi f est définie et continue sur R,.

2.1.1. Soit ¢ un réel positif.
La fonction ¢ : u — sin(u) est de classe € sur [0,t] et Vu € [0,t], |¢'(u)] < 1.
Donc d’apres 'inégalité des accroissements finis, |p(t) — ¢(0)| < |t — 0.
Ainsi Vt > 0, 0 < |sin(t)] < t.

2.1.2. Soit t un réel strictement positif.
D’apres la question précédente et la croissance de la fonction carrée, sin(t) < 2.
Donc()éwgtcar (t >0).
Par décroissance de la fonction u —— e~
Ainsi par produit des inégalités positives, Vi > 0, 0 < WB’M <te ™,

—t —at
“ comme at < xt, et L e .

~'2t _
sin?(t) ot

- < e % plus

Remarque : On aurait pu aussi obtenir 'inégalité suivante ¥Vt > 0, 0 <
agréable a manipuler ensuite

2.1.3. Soit t un réel strictement positif.
Rappelons que sin?(t) < 1 et que e™* < e
Ainsi par produit des inégalités positives, V¢ > 0, 0 < sin?(t)e " < e,

—at

2.2. Soit [a,b] un segment de R*.

N2
e Pour tout z > 0, t — (%) e est continue et intégrable sur |0, +oo[ (1.4.).

N2
e Pour tout ¢t > 0, z — (@) e~ est de classe € sur |0, +oo.

e Pour tout x > 0, t — —we*” et t — sin?(t)e~* sont continues sur |0, +ool.

in2(t) —
Sln()e xt

o Y(z,t) € [a,b]x]0, +o0], t

Et ¢t — te™ est continue sur [0, +00][ et indépendante de x. Comme te~* iy 0(
—+400
et que t — & est intégrable sur [1, +oo[, donc t — te~* est intégrable sur [0, +o0].

< te .

)

Bl

o V(z,t) € [a,b]x]0, +oo], [sin®(t)e | < e~
Et t — e est continue intégrable sur |0, +o00[ et indépendante de z.

Conclusion. Par théoreme, f est de classe €2 sur [a,b] pour tout segment [a,b] de RY donc
sur RY , et

“+oo
Vz eRY, f'(z) = / sin?(t)e~"'dt
0



3.1.

3.2.

3.3.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

Soit 6 un réel. Soit x et t des réels strictement positifs.
Remarquons que 0t € R. Donc |e"!| = 1.

Or |€ (i0—x) ‘629t6—zt| _ |€z€t’ ’e—mt‘ —¢ —xt car e—a:t c R+.
Ainsi V0 € R, Vo > 0, |02 = e=ot,

Soit # un réel. Soit x un réel strictement positif.

Comme z > 0, lim e %t = 0.
t—-+o0

Donc d’apres la question précédente, VO € R, Vo > 0, tliin |el0=2)t| = 0,
—+00

Soit & un réel strictement positif.

i 2 . .
Remarquons que V¢ €0, +-o0[, sin?(t) = <e 55 > = —1(e? 4 e —2).

1 (1 A .
Donc f”(l') _ _Z/ (6(2z—x)t +€(—21—w)t o 26—9075) dt
0
1 [e@i—a)t  o(—2i—a)t et
= —|= —— 42
4 12 —x -2t —x T |,

1 -1 —1 —1
= —= 5 + - 42— d’apres la question précédente
4\2t—x —-2i—x T

1 +1 —2l—r+ 22—
2r 4 (2i —x)(—21 — 7)

Ainsi Vo € Ry, (%) = 55 — 5573

Soit z un réel strictement positif.
. 2
vt €]0, +oof, 0 < <%> e~ L e,

+o0
Or t — e est intégrable sur |0, +o0[, et / e dt = ~

T
Donc 0 < f(z) < +. Ainsi par encadrement hrf f(z) =0.
T—r+00
Soit z un réel strictement positif.
2
Yt €]0, +oof, 0 < W emat L emot,
+oo
1
Or t — e~ est intégrable sur |0, +oof, et / e dt =
T

0
Donc 0 < —f/(x) < 1. Ainsi par encadrement, xkriloo fl(x) =

G est dérivable sur R.

EtVteR, G'(t) =In(t2 +4) + 2 — 242

t2+4 +(%)

= In(t2 +4) + 25+
Donc Vt € R, G'(t) = In(t* + 4).

D’apres la question 3.3., Vo € RY, f"(x) = % — m.

En intégrant, il existe une constante C' telle que Vo € RY, f'(x ) = 1ln(z) — ;In(a? +4) + C.
Or d’apres la question 4.2., lim f'(x) =0.Et f/(z) =1ln ( ) + C. Donc C = 0.

En intégrant, il existe une Constante ¢ telle que Vo € RY, f(z) = 3(zIn(z) — z) — 1G(z) + ¢
Donc Vz €]0, +o0],

I‘

f(x) :i <2x In(z) — 22 — xIn(2® 4 4) + 22 — 4 arctan <§>> +c

1 x? x
= 1 zln 2 — 4 arctan (5) +c
1 4 T
= 1 (xln (1 — $2+4> — 4 arctan <§>> +c




4z

Alors lim f(z)=—% car zIn (1 — —

1)
Tr—-+00 2 z?+4 T—+00

Or d’apres la question 4.1., liI_iI_l f(z) =0. Donc c = 7.
Tr—r+00

Conclusion. Vz €]0, +oo[, f(z) = 1 (2zIn(z) — zIn(2? + 4) — 4arctan (£)) +

. On a f(0) :/0+Oo (@)th.

Et par continuité de f en 0 (montrée en 1.4.),

f(0) = lim f(x)

ol

z—0
1 2
= glglg(l) 1 (x In (l_;:_ 4) — 4 arctan <§>) + g
T . ;
=3 (croissance comparée).
2

+o0 ;
Conclusion. / (sm(t)) dt = E.
0 t 2



