Spé PC. Année 2024-2025. Feuille d’exercices de mathématiques n° 1.
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Exercice 1. 1. Soit (z,y) €]0, +oo[2. Comparer les réels " et 5(:1: +y).
z
ud vl
2. Soient (un)nen €t (Vn)nen deux suites de réels strictement positifs. Pour tout n € N, on note : wy, = ﬁ
un U’rl
Prouver que : lim wy, =0 si et seulement si lim wu, =0et lim v, =0.
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Exercice 2. Justifier que Vo € R, z — — < In(1 + z) < z. En déduire lim H 1+ —).
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Exercice 3. Calculer la limite des suites de terme général : a, = n( V3—-1), bp = (—— + ), en = Lnfj, dp = Z n
n n2 4+ k
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Exercice 4. Déterminer un équivalent simple, quand n tend vers +o0o,de :an =vVn+1—vn—1,b, = In+1— n, ch = n% -1,
dn = \F(COS(\f) - 1(In(1+ 7 ) - 2)7 en = (In(1 + 67” N "7 fn = arctan(l + 3) - Z7 gn = encos(i) hn =1n (n +1nn)
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Exercice 5. Soit a € RT. Justifier que pour tout k € N*, / z%dr < k* < / 2% dz. En déduire que E k*  ~ .
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Exercice 6. [Le nombre e] On pose, pour tout n € N*, u, = Z — et vy = E — 4+ —.
= k! = k! nn!
1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes. On note £ leur limite commune.

1
2. Soit ¢ € N*. Vérifier que 0 < ¢!(£ — uq) < —. En déduire que £ est irrationnel.
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3. Soit n € N*. Vérifier en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral que : e = u, + / e dt. En déduire £ = e.
0

Exercice 7. Pour tout n € N, on pose : u, = sin(7(3 +v5)") et s, = (3+5)" + (3 —V5)™.
1. Prouver que s, est un entier naturel pair.

2. En déduire un équivalent simple de u, quand n tend vers +oco. Préciser lim wu, et la nature de la série Z Up, -
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Exercice 8. [Constante d’Euler] 1. Justifier que Va > 0, T2 <In(l+z)—In(z) < —
1 Z f .
2. On pose, pour tout n € N* u — —In(n) et vy, = — —In(n+1).
pose, p E: P ) et vn kE:I % ( )

Prouver que les deux suites (un) et (vn) convergent vers une méme limite.
Remarque : la limite de la suite u, notée ~, est la «constante d’Euler». En posant €, = u, — 7, on a donc :

>

=7 +1In(n) +epn, avec lim e, =0.
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3. Applications. 8. a. Déterminer un équivalent simple quand n tend vers +oco de Z
k=1

==
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3. b. Calcul li
alculer n:}l;[»looz s
k=1
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3. c. Calculer lim Z —.
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. Retrouver cette valeur en utilisant le cours sur les sommes de Riemann.

Exercice 9. Soient (un)nen et (vn)nen les suites réelles définies par (uo,vo) €]0, +00[? et pour tout n € N :

Un + Un 2UnUn
y Ungl = —————

Upt1 = .
e 2 Un + Un

Montrer que (un)nen €t (vn)nen convergent vers une méme limite que ’on déterminera.
(=n*
ak +1’

1. Prouver que la suite (Sy) converge. C’onszderer les deux suites (San) et (S2n41)-

n € N.

Exercice 10. Soient a > 0 et S, = Z

1
2. Calculer lim S,. On transformera Sy en remarquant que ———— :/ 2% dx.
n—-+o0 ak +1 0

Exercice 11. Soit (un)nen une suite convergente, a valeurs dans Z.
Montrer qu’il existe N € N tel que Vn > N, |up4+1 — un| < % et en déduire que (un)nen est une suite stationnaire.

Exercice 12. Soit (un)nen une suite réelle telle que les suites (u2n), (u2n+1) et (usn) convergent respectivement vers ¢1, 2, £3.

1. En considérant la suite (u10n), montrer que ¢1 = 3.

2. Prouver que ¢2 = ¢3. En déduire que la suite (un)nen converge.

Exercice 13. Soit (un)pen une suite réelle ou complexe telle que les suites (u2n), (u2n+1) et (u,2) convergent. Prouver que la suite
(un)nen converge.

Exercice 14. Soit (un)nen une suite réelle non majorée. Montrer qu’il existe une suite extraite de (un)nen tendant vers +oo.

Exercice 15. Soit n € N*. On considére I’équation (E,) : ™ + 922 — 4 = 0, d’inconnue = € R¥.

1. Justifier que (E;) admet une unique solution dans R, notée z,, et que =, €]0, %[

2. Etudier la monotonie de la suite (zn)pen*-

3. Prouver que la suite (zn)nen* converge et calculer sa limite.



