Espaces vectoriels normés.

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C et suivant le contexte, |.| la valeur absolue ou le module.

1 Normes

1.1 Définition d’une norme

Définition 1. Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application de E dans R telle que :

a)Vu € E, N(u) =0« u=0g ot Op est le vecteur nul de E (séparation),
b) Vu € E, VX € K, N(Au) = |A| N(u) (homogénéité),
¢) Y(u,v) € E?, N(u+wv) < N(u) + N(v) (inégalité triangulaire ou de Minkowski).

Un espace vectoriel normé (evn en abrégé) est un K-espace vectoriel muni d’une norme, c’est-a-dire un couple (E, N) ot N est une norme
sur E. Remarquons que si F' est un sous-espace vectoriel de E et N une norme sur F, la restriction Np de 'application N & F' est une
norme sur F' et (F, Np) est donc un evn.

On connait toutes les normes sur R (R-espace vectoriel de dimension 1) et sur C (espace vectoriel sur C de dimension 1) :

Proposition 1. N est une norme sur R (resp. sur C) si et seulement si il eviste C € RT tel que Vx € R, N(x) = C|z| (resp. Vz € C,
N(z) = Clz]).

Démonstration. Soit N une norme sur R. Soit € R. Comme ¢ = z -1 et N est homogéne, N(z) = |z|N(1) (en considérant = comme
scalaire et 1 comme vecteur). Donc N(z) = C|z| en notant C' la constante N(1). Réciproquement, les propriétés de la valeur absolue
permettent de justifier qu’une telle application est bien une norme sur R. Le cas complexe est analogue. O

Remarque 1. R (resp. C) est implicitement muni de la norme valeur absolue (resp. module).
Remarque 2. Soit (E,N) un evn. L’homogénéité de N implique : N(0g) = 0 (considérer A = 0 dans Définition 1b)) et pour tout u € E,

N(—u) = N(u) (considérer A\ = —1).

On note en général || - || une norme sur E.

1.2 Propriétés élémentaires

Proposition 2. Soit (E, |- ||) un evn. On a : 1) Y(u,v) € E?, ||u—v| < |lul| + [Jv|,
2) ¥(u,v) € B2, |[|ull = |lv]| | < flu—v].

Démonstration. La preuve utilise 'inégalité triangulaire et le fait qu’un vecteur et son opposé ont la méme norme.

D) Jlu—=oll = flu+ (=v)ll < Jull + || = vl| dot [Ju —of| < [luf| + |lv]| car || — v]| = lv]| .

2) On a [jull = [[(u —v) +v[| < [lu— o] + |lo]| ot [Ju]| — [|v]| < |lu —v[|. De méme, |jv]| — [lul| < [lv — u]| = |lu — v[|. Donc ||Jul| — [jv||| =
max([Jull — [[o]; [[o]l = [lull) < flu— . O
Exercice 1. Soit (E, || - ||) un evn. Prouver que ||ul| + ||v]| < ||u + v|| + ||u — v]||. Indication : introduire s =u+v et d =u — v.

1.3 Distance

Définition 2. Soit (E,| - ||) un evn. On appelle distance associée a || - || Uapplication d de E? dans Rt définie par :
Y(u,v) € E2, d(u,v) = |lu —v].

Proposition 3. Soit (E, || -||) un evn. La distance d associée a || - || vérifie les propriétés suivantes :
a) Y(u,v) € E?, d(u,v) = 0 < u=v (séparation),

b) Y(u,v) € E?, d(u,v) = d(v,u) (symétrie),

¢) Y(u,v,w) € B3, d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (inégalité triangulaire).

Démonstration. ¢) d(u,w) = ||Ju —w|| = ||(u —v) + (v — w)|| < |lu —v|| + |[v — w| = d(u,v) + d(v, w). O

1.4 Norme associée a un produit scalaire

Commengons par rappeler la définition d’un produit scalaire (p.s) sur un R-espace vectoriel (R-ev) E .



1.4.1 Définition d’un produit scalaire sur un R-ev

Définition 3. Une application ¢ de E X E dans R est un produit scalaire sur E si :

a) Y(u,v) € E2, ¢(u,v) = ¢(v,u) (on dit que ¢ est "symétrique”),
b) V(u,u’,v) € B3, Va € R, ¢p(au + u’,v) = ap(u,v) + ¢(u’,v) (on dit que ¢ est "linéaire par rapport & la premiére variable"),
c)Vu € E, ¢(u,u) >0 et p(u,u) =0< u=_0g (on dit ¢ est "définie-positive”).

Tl résulte de a) et b) que pour tout (u,v,v’) € E3 et a € R, on a aussi :

b) ¢(u,av +v') = p(av + ', u) = ad(v,u) + (v’ u) = ad(u,v) + d(u,v’).
On dit que ¢ est "linéaire par rapport a la deuxiéme variable" et finalement que ¢ est "bilinéaire". En utilisant ici le mot "forme " & la
place d’application, un p.s est donc en résumé une forme bilinéaire symétrique définie-positive (fbsdp). On note en général ( , ), (|) ou
plus simplement - un produit scalaire. Un R-ev E muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien réel et plus simplement espace
euclidien si E est de dimension finie.

1.4.2 Deux exemples classiques d’espace euclidien et un exemple d’espace préhilbertien.

1. On vérifie facilement que 'on définit un p.s sur R™ en posant :
Vo= (21, ,2zn) ER", Yy =(y1, -+ ,yn) ER", (z,y) = 2191+ + ZnyYn.

Ce produit scalaire est nommé produit scalaire usuel (ou canonique) de R™. Quand il est question de "I’espace euclidien R™", sans plus de
précision sur le p.s, on sous-entend en fait que le p.s considéré sur R" est ce p.s usuel.
2. On vérifie de méme que l'on définit un p.s sur My, (R), nommé aussi produit scalaire usuel (ou canonique), par :

VA = (aij) € Mn(R), VB = (bij) € Mn(R), (A, B) =Y > aijbij.

i=1j=1
"L’espace euclidien My (R)" est My, (R) muni de ce p.s usuel. Il peut étre utile d’observer que 1'on a
V(A,B) € Mn(R)2, (A,B) =tr(‘A - B).

Cet exemple est en fait du méme type que le précédent si ’on identifie M, (R) a R,

3. Soit E = C°([a, b],R) I’espace vectoriel réel des fonctions continues de [a, b] dans R.
On définit un p.s, nommé également produit scalaire usuel (ou canonique) sur C°([a, b], R) en posant :

b
¥(.9) €@t B2, (f.9) = [ f(@)gla) do
a
Les propriétés de I'intégrale d’une fonction continue sur un segment permettent d’obtenir sans difficultés que ( , ) est une forme bilinéaire
symétrique et positive ( car I'intégrale d’une fonction continue positive sur un segment est positive). Il nous reste & montrer que (, ) est
b
"définie" : soit f € E telle que ( f, f) =0, c’est-a-dire telle que / f(w)2 dz = 0. Comme z +— f2(z) est une fonction continue et positive

a
sur [a, b], on déduit du lemme 1 ci-dessous que Vz € [a, b], f(x)? = 0 et donc que Vx € [a,b], f(x) = 0, autrement dit f est la fonction nulle
sur [a, b] (qui est bien le "vecteur nul" de E).

Le résultat suivant d’intégration que nous venons d’utiliser ci-dessus (avec g = f2) est & connaitre car d’usage fréquent :

b
Lemme 1. Soit g € C%([a,b],RT) telle que / g(z)dz = 0. Alors Vz € [a,b], g(xz) = 0.

a

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. Si la fonction positive g n’est pas la fonction nulle sur [a,b], il existe zo € [a,b] tel que
g(zo) > 0. Comme g est continue en xg, il existe plus précisement un segment [u,v] contenant zo tel que Vz € [u,v], g(z) > %g(a}o). Alors

v 1
/ g(z)dz > ig(;ro)(v —u) > 0 et on obtient une contradiction car
u

/:)g(w)d:c:/aug(z)dw—&-/uvg(w)d:c-&-/vbg(zﬁh>0.
—_—

N——
>0 >0 >0

En d’autres termes, l'intégrale d’une fonction g, continue, positive sur [a,b] et qui n’est pas la fonction nulle sur [a,b], est strictement
positive. O

Exercice 2. Proposer une autre démonstration du lemme 1 en considérant z — G(z) = [ g(t)dt.

1
Exercice 3. Déterminer une CNS sur (f, g, h) € C°([0,1],R)3 pour que N : (z,y,z) — / |z f(t) +yg(t) + zh(t)| dt soit une norme sur R3.
0



1.4.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 4. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel. On a :

Y(u,v) € B2, [{u,v)] < {u,u)v/{v,0). (1)

Démonstration. Fixons (u,v) € E? et posons, pour tout z € R, p(z) = {(2zu + v, zu +v).
Comme (, ) est une forme positive, on a, pour tout € R, p(z) > 0 et par bilinéarité et symétrie du p.s,

p(x) = (u,u)z? + 2(u,v)z + (v,v).

Distinguons maintenant deux cas :

i) si u = O, l'inégalité (1) est une égalité car (0g,v) =0= (0g,0g ).

i) siu# 0g, (u,u) > 0car (, ) est "définie" et x — p(x) est donc une fonction polynéme du second degré, positive sur R. Par conséquent,
son discriminant A = 4(({u,v))2 — (u,u){v,v)) est négatif ou nul (car si A était strictement positif, p(x) serait strictement négatif entre
les deux racines de p ce qui n’est pas le cas...) D’ou (1). |

Application. Les deux inégalités (de Cauchy-Schwarz) suivantes sont trés souvent utilisées et donc & connaitre :

1. En considérant le p.s usuel de R™, on obtient 'inégalité de Cauchy-Schwarz "historique" :

Vx:(xlz"' ’xn)ERn7Vy:(y1> 7yn)€an |$1y1++$nyn|§\/x%++x%\/y%++y%

L’exercice suivant en propose une preuve plus "élémentaire" ne faisant pas appel a la notion de produit scalaire.

Exercice 4. Soit n € N*. Soient 1, -+ ,zn et y1,--- ,yn des réels.
n n

a. Développer et simplifier Z ( Z(Iiyj - zjyi)Q).
i=1 j=1

b. En déduire que |z1y1 + -+ + Tpyn| < y/T2 + -+ :L‘%\/yf + Y2
c. Une application de l’inégalité de Schwarz. Soit x1,--- ,xyn des réels strictement positifs.

1 1
Prouver que (z1 + -+ zn)(— + -+ —) > n2.
1 T

n

b
2. En considérant C%([a, b],R) muni du p.s (, ) défini par : V(f,g) € E?, (f,g9)= / f(z)g(z) dz, on obtient :

b b b
¥(f,9) € CO((a, B, R)2, | | / f(m)g(x)drlﬁ\/ / f(m)2dm\/ / o(2)? da

1.4.4 Norme associée a un produit scalaire

Proposition 5. Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel. L’application ||-|| : est une norme sur E, appelée norme

E —
u (u,u)

associée au produit scalaire (, ) ou dérivant du produit scalaire { , ).

Démonstration. Vérifions les propriétés a), b) et ¢) caractérisant une norme (cf. définition 1) :

a) Soit u € E.On a: |lul| =0 < (u,u) < u=0g car (, ) est une forme "définie".

b) Soient u € F et A € R. Par bilinéarité de (, ), on a: || Mu| = v/ (Du, Au) = /A2(u,u) = A/ (u,u) = [Al[ju]].
c) Soit (u,v) € E2. Par bilinéarité et symétrie de (, ) :

lutol® = (utovutwv)
= (wu)+2(u0) + (0,0)
< (u,u) + 24/ (u,u)y/(v,v) + (v,v) d’aprées l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1)

=(llull+lv])?

N

d’ou ||u + v|| < |lu|| + ||v|]. Remarquons que c’est 'inégalité de Cauchy-Schwarz qui nous a permis de montrer ’inégalité triangulaire de la
norme associée au produit scalaire. O

Une norme associée a un produit scalaire est aussi appelée norme euclidienne.

1.4.5 Exemples de normes associées & un produit scalaire

Reprenons successivement les trois exemples du paragraphe 1.4.2 :
R™ — R

z= (21, ,Tn) — /T34 --+22

Cette norme est la "norme euclidienne usuelle" de R™.

1. L’application || - ||2 : est une norme sur R™ car c’est la norme associée au p.s usuel de R"™.



My (R)

2. L’application || - ||2 : est une norme sur M, (R) car c’est la norme associée au p.s
pp -1z 4 (ai;) P ad = Va(TA - A) n(R) P
usuel de My, (R). Cette norme est la "norme euclidienne usuelle" de My, (R).
C%([a,b],R)) — R
3. L’application || - ||2 : b 2 est une norme sur C°([a, b], R)), associée au p.s {, ) de C°([a,b], R)) défini par :
f — \/fa f(x)2dz

b
V(1.9) € B (f.9) = [ f(@)g(o) da.

Remarque 3. I existe des normes qui ne sont pas associées & un produit scalaire! (voir l'exercice suivant).

Exercice 5. 1. Soit (F, (, )) un espace préhilbertien réel. Soit (u,v) € E2. Simplifier (u +v,u+v) + (v —v,u —v).
2. Prouver que || -||1 : (z,y) — |2| + |y| est une norme sur R? et, en raisonnant par ’absurde, qu’elle n’est pas associée & un produit scalaire
de R2.

2 Exemples classiques d’espaces vectoriels normés

2.1 Des normes sur K"

n n
1
Posons, pour tout z = (z1,--+ ,zn) € K?, ||z|1 = Z lzk], lzll2 = (Z |zk|2) 2 et ||z]|loo = max(|z1], - ,|Zn])-
k=1 k=1
Proposition 6. |- ||,, |||, et ||l sont trois normes sur K™.
Démonstration. Vérification immédiate en exercice pour || -||1 et || - ||oc. Pour K =R, on a montré au § 1.4.5 que || - ||2 est la norme associée
au produit scalaire usuel de R"™. On admettra provisoirement que || - ||2 est aussi une norme si K = C. O
2.2 Des normes sur M, (K)
n n n n 1
a1
Posons, pour tout A = (ai;) € Ma(K), Al = > lagl, |42 = (DD lai;[*) % et [|Alloo = i lai;l-
i=1j=1 i=1j=1 »J ’
Proposition 7. |- ||, |||l et |- |l sont trois normes sur My, (K).
Démonstration. Vérification immédiate en exercice pour || -||1 et || - ||oc. Pour K =R, on a montré au § 1.4.5 que || - ||2 est la norme associée
au produit scalaire usuel de My (R). On admettra provisoirement que || - ||2 est aussi une norme si K = C. O

2.3 Des normes sur C°([a,b],C)

b b .
Posons, pour tout f € C((a b)), Il = [ 1f@da, e = ([ 1@ de)? et [flloe = max 1f(2)

Proposition 8. |||, |||l et || - |l.. sont trois normes sur C°([a,b],C).
Démonstration. Vérification immédiate en exercice pour ||- |1 et || [|co. Pour K =R, on a montré au § 1.4.5 que || - ||2 est la norme associée
au produit scalaire usuel de C%([a, b],R). On admettra provisoirement que || - ||2 est aussi une norme si K = C. |

2.4 Norme infinie sur I’espace B(I,K)

Soit I une partie non vide de R. Notons B(I,K) I’ensemble des applications bornées sur I & valeurs dans K.
On rappelle que f € B(I,K) si et seulement si |f| est majorée sur I, donc si et seulement si

3Cy € RT tel que Vz € I,|f(z)| < Cf.

L’ ensemble B(I,K) est non vide car il contient la fonction nulle sur I (notée #). En outre, pour tous (f,g) € B(I,K)? et A\ € K, \f +g €
B(I,K) car Va € I, |[\f(x)+g(z)| < [M|f(z)|+1g9(x)| < [A|Cf+Cy, donc B(I,K) est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel F(I,K)
des applications de I dans K.

B(I,K) — Rt
Proposition 9. L’application || - ||oo,r - f — sup|f(z)| est une norme sur B(I,K).
el



Démonstration. Commengons par un bref rappel sur la notion de borne supérieure :

Rappel. 1. Soit A C R. La borne supérieure de A est, s’il existe, le plus petit des majorants de A.
2. Axiome de la borne supérieure. On admet que :

toute partie A, non vide et majorée de R, admet une borne supérieure, notée sup(A).

3. La borne supérieure n’est pas nécessairement un élément de A : par exemple, si A = [0, 1], sup(4A) =1 ¢ A.
Si en revanche, A admet un plus grand élément, ce plus grand élément, appelé aussi maximum de A, est alors la borne supérieure de A :
par exemple, si A = [0, 1], sup(A) = 1 = max(A).

Notons plus simplement B I'espace B(I,K). Soit f € B. Comme A = {|f(x)|, x € I} est une partie non vide majorée de R, A admet, par
laxiome de la borne supérieure, une borne supérieure, notée sup{|f(z)|/z € I} ou plus simplement sup,c; |f(z)|. La suite de la preuve
sera détaillée en cours. Le point le plus technique a vérifier est ’homogénéité. O

3 Normes équivalentes

3.1 Définition

Soit E un K-espace vectoriel. Soient N et N’ deux normes sur E.

Définition 4. On dit que N' est équivalente & N si et seulement si il existe un couple de constantes (a,b) €]0,+oo[? tel que
VYu € E, aN(u) < N'(u) <bN(u).

Remarque 4. Si N’ est équivalente @ N, on a alors, avec les notations précédentes,
Yu € E, %N’(u) < N(u) < iN’(u)

et N est donc équivalente a N'. On dit alors plus simplement que N et N’ sont équivalentes. On vérifie aussi facilement que si N est
équivalente & N' et N’ est équivalente & N, alors N est équivalente a N''.

3.2 Exemple et contre-exemple

1. Les normes || - ||1, || - ||2 et || - [loo sur R™ sont équivalentes : on vérifie facilement que
Vo = (z1,-+,2n) ERY, [[2floo < llzfli < VR lzll2 < nl2floo-
2. Soit E = C°([0, 1], R). Comparons les normes || - ||1, || - [|l2 et || - |loo sur C°([0, 1], R). On obtient facilement que :

Ve E, [[fllt < [ fllso, [[fll2 < [Iflloc et £l < [[f]l2 (Par Cauchy-Schwarz).

Mais || - ||1 et || - ||oo ne sont pas équivalentes. Sinon il existerait ¢ > 0 tel que

VfeE, c|flloc < IIfl- (2)

[071] - R . _rt _ _1 — —
o gn Onma:fn€k, I fulls = [y a™da = ar1 et fnlleo 7x1é1[%?(1]z” =1

(2) impliquerait alors que Vn € N, ¢ < %H ce qui est absurde car il existe des entiers strictement plus grand que % —1!

Considérons alors, pour tout n € N, fy, :

Exercice 6. Soit N une norme quelconque sur R™. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que Vo € R", N(z) < C||z||1-

Le théoréme suivant (dont la démonstration est hors programme) contextualise le résultat de I’exercice précédent :

3.3 Un théoréme d’équivalence en dimension finie

Théoréme 1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Deuz normes quelconques sur E sont équivalentes.
Remarque 5. Comme R" est un R-ev de dimension n, le théoréme 1 assure l’équivalence des normes || - |1, || |l2 €t || - oo sur R™.

Exercice 7. Démontrer de deux fagons différentes que C°([0, 1], R) n’est pas un R-ev de dimension finie.
Exercice 8. Montrer que ’on définit trois normes sur R[X] en posant pour tout P =ap + a1 X + -+ - + an X",

[NE

et Noo(P) = keg}lax - lak|

Ni(P) = 3" lax], Na(P) = (3 a)
k=0 k=0

Ces trois normes sont-elles équivalentes 7 Indication : considérer P =1+ X +--- + X7,



4 Suites d’un espace vectoriel normé.

Une suite d’un evn (E, || - ||) est une application u de N dans E (ou de {n € N/n > ng} dans E avec ng € N). L’ensemble, noté EN, des
suites u = (un)nen de E est muni d’une addition interne et d’une multiplication externe : si (u,v) € (EN)? et a € K, la suite u 4+ v (resp.
au) est, par définition, la suite (un + vn)nen (resp. (aun)nen). (EY,+,.) est alors un K-espace vectoriel.

4.1 Convergence, divergence

4.1.1 Définition

Définition 5. Soient (un) une suite de E et £ € E. On dit que la suite (un) converge vers £ (tend vers £, a pour limite £) si la suite de
réels positifs (|[un — £||) tend vers 0, donc st :

Ve >0, IN € N,Vn > N, |lun —{|| < e.
La suite u est convergente si elle admet une limite £ € E. On écrit alors : lim up =¥ ouu, — L.

n——+oo n—-+oo
La suite u est divergente si elle n’est pas convergente.

Remarque 6. Dans la définition ci-dessus, l'entier N dépend en général de € et les inégalités larges peuvent étre remplacées par des
inégalités strictes.

Remarque 7. Si E =R (resp. E = C), la norme considérée sur E est (implicitement) la valeur absolue (resp. le module). La définition
ci-dessus nous redonne dans ce cas particulier la définition de la convergence d’une suite réelle ou complezxe.

Proposition 10. [Unicité de la limitel] La limite d’une suite (un), st elle existe, est unique.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde en supposant que hrf up = £ =" avec £ # £'. Soit € > 0 (non fixé pour le moment). Il existe
n— oo

N1 € N tel que Vn > N, |lup — €|| < e et Na € N tel que Vn > Na, ||lup — £']] < e. Soit N = max(Ny, N2). Alors
1= £ = 160 = un) + (ury — ) < 1 = un || + lun — £ < 2¢

ce qui est faux si € €]0, %HE — [ O
Exercice 9. Soit (un)nen+ une suite de E, de limite ¢ € E. Prouver que lirf lunll = 1]
n—-+40oo
s P N . . o . up+ -+ un
Proposition 11. [Théoréme de Cesaro] Soit (up)nen* une suite de E, de limite £ € E. Alors llr}rl —_— =4
n——+oo n
Démonstration. Posons v, = g, n € N*.

n
Soit € > 0. On cherche & déterminer un entier N € N* tel que Vn > N, |lv, — £|| < e.

Comme lim wu, =/, il existe n1 € N* tel que Vn > nq, |lun — || < =.
n— oo 2

Soit n € Ntel quen >n; +1. Ona:

1 1
fom =81 = (it 4+ ) =m0l = =0+ + (a0
1 & -
< =D =t = D> w2
"= g1 N
<%
C €
< Zi=
- n + 2
i - € €
en notant C' la constante Z lur, — £|| et en observant que Z lugk — €| < (n—n1)= <n—.
k=1 k=nj+1 2 2
. C I C e
De plus, comme lim — =0, il existe no € N* tel que Vn > no, — < —.
n—-+oco n n 2 c
Finalement en considérant N = max(ni + 1,n2), on a bien : Vn > N, |jvp, — £|| < — + % < g + g =c O
n

Exercice 10. [Une application du théoréeme de Cesaro] Soit (un)nen= une suite de E telle que lirf (Unt1 —un) =L € E.
n—-4+0oo
1
Prouver que lim —wuy, =¢.
n—+

Exercice 11. [Une généralisation du théoréme de Cesaro]. Soient (un)nen+ une suite de E, de limite £ € E et (an)nen+ une suite de

; . ~ - aiul 4+ anu
réels strictement positifs telle que hr}rl (a1 + -+ + an) = +o0o. Prouver que lim MM T T Anlin _
n— oo

n—+too ai+---+an
2 e
Application. Calculer lim ua t2ua F + nun.

n—-+oo n2




4.1.2 Suites bornées

Définition 6. Une suite (un)nen de E est bornée si la suite (||un|nen) est majorée, c’est-a-dire si :

3C > 0,Yn €N, [Jun| < C.

Proposition 12. Une suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit u = (un)nen une suite de E, de limite £. Il existe N € N* tel que Vn > N, [jun — £|| < 1. D’ou
Vn 2 N, [Junll = [[(un =€) + €] < flun — €] + 1€] < T+ [1]]-
Finalement, u est bornée car Vn € N, ||uy|| < C en notant C la constante : max(||luol|, -, |lun—1l[, 1+ ||4]])- |

Remarque 8. La proposition 12 n’admet pas de réciproque : la suite réelle ((—1)™) est bornée mais divergente.

4.1.3 Suites extraites

Définition 7. Soit u = (un)nen € EN. Une suite (vn)nen est une suite extraite de la suite u s’il existe une application o de N dans N,

strictement croissante, telle que Vn € N, vn = Uy (n)-

Ezemple. Soit u = (un)nen une suite de E. La suite v = (uan)nen est une suite extraite de la suite u et la suite w = (ugn)nen est une
suite extraite de la suite v (et aussi de la suite u).

Remarque 9. Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N. Alors Vn € N, p(n) > n.
Cette inégalité se démontre par récurrence : ¢(0) € N donc ¢(0) > 0 et si pour un entier n € N, p(n) > n, alors, par stricte croissance de
@, p(n+1)>¢n)>n douen+1)>n+1 car o(n+1) € N.

Proposition 13. Siu € EN converge vers £ € E alors toute suite extraite de u converge aussi vers £.

Démonstration. Soit v une suite extraite de la suite u. On a donc, pour tout n € N, vp = u,(,) avec ¢ une application strictement
croissante de N dans N. Soit & > 0. Comme lim wu, = ¢, il existe N € N tel que Vn > N, |lun — ¢|| < e. La remarque 9 implique

n—-+oo

immédiatement que Vn > N, |lvn — ¢|| = [[uy(ny — £|| < € car pour tout n > N, ¢(n) > n > N. Donc lir_}r} vp = L. O
n—-—+0oo

Proposition 14. Soient (un) une suite de E et £ € E. Si les deux suites (uzn) et (uant1) convergent vers £, alors (upn) converge vers £.

Démonstration. Soit € > 0. Comme lim wu2, = £ (resp. lirr uznt+1 =€) , il existe N1 € N (resp. N2 € N) tel que
n— o0

n—-+oo
Vp = Ni, |lugp — €] < & (resp. Vp = N, [lugpr1 — £ <€) (+).
Notons N = max(2N1,2N2 + 1) et vérifions que Vn > N, |lup — £|| < e (ce qui prouve que liT un = £). Distinguons pour cela deux cas :
n— o0
si n = 2p est pair, alors n > N implique 2p > 2Ny, i.e. p > Ny d’out ||up — £|| = ||uzp — £|| < € par (*), de méme si n = 2p + 1 est impair,

n > N implique p > No d’ot ||un — €| = [Juzp+1 — 2| < e. O

Exercice 12. Soient (un) une suite de E et ¢ € E. Si les trois suites (u3n), (u3n+1), (usn42) convergent vers ¢, alors (up) converge vers ¢.

4.1.4 Opérations algébriques sur les suites convergentes

Proposition 15. Soient (un) et (vn) deur suites de (E,|| - ||) convergeant respectivement vers U et V et (a,b) € K2. Alors la suite
(aun + bvn) converge vers aU + bV.

Démonstration. Vérifions que liar_l [[(aur 4 bvp) — (aU 4 bV)|| = 0 en utilisant I'inégalité triangulaire et ’homogénéité de la norme || - ||.
n— oo
En effet, Vn € N, 0 < ||(aun + bvyp) — (aU + bV)|| = ||la(un — U) + b(vn — V)| < |a| ||lun — Ul| + |b]||[vn — V|| et le théoréme de limite par
encadrement permet de conclure car lir}r1 la] |lun — U + 16| |Jlvn — V|| = a-0+4+b-0 = 0 par propriété de la convergence des suites de
n— oo
réels. O



4.2 Norme et convergence. Cas d’un evn de dimension finie

4.2.1 Une remarque importante

Soit E un K-espace vectoriel. La notion de convergence d’une suite de E dépend a priori de la norme considérée sur E quand l’espace
E n’est pas de dimension finie. Pour s’en convaincre, considérons ’exemple suivant : Soit E = CO([O, 1], R). Rappelons tout d’abord la
définition des normes || - ||1 et || - ||oo sur E :

1
VEEB IS = [ 1f@lde et flle = max |f(a)]

Posons, pour tous n € N et x € [0,1], fn(z) = z™. La suite (fn) est une suite de E. Soit 0 la fonction nulle sur [0,1]. On constate que

[[fn =01 = || fnll1 = f01 " dx = n%‘_l et || fn = 0llcc = || fnlloo = maxze[o,1) 2™ = 1. Donc la suite de fonctions (fn) converge vers ¢ dans
levn (E, || - ||1) car lirf [|frn — 0]]1 = 0 mais cette méme suite ne converge pas vers 6 dans l'evn (E, || - ||oo) car lig_l lfn="0]l1=1#0.
n—-+o0o n—-oo

4.2.2 Cas de la dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension d € N*.

a. Soient N et N’ deux normes sur E. Soit (un) une suite de E supposée convergente vers £ pour la norme N, i.e telle que

lim N(un —¢)=0.
n—-+4oo

Par théoréme, N et N’ sont deux normes équivalentes. Il existe donc une constante b > 0 telle que Vu € E, N’(u) < bN(u). En particulier
vn € N, N'(un — £) < bN(up — £). Cette comparaison entraine que 'on a aussi 1'1111 N'(up, — £) = 0. Donc la suite (un) converge vers £
n— o0

pour la norme N’. En d’autres termes, la convergence d’une suite de E est indépendante de la norme considérée sur E.

b. Considérons maintenant une base (quelconque) (e1,--- ,e4) de E. Posons pour tout z = z1e1+- - -+x4eq € E, N(x) = |z1|+- - -+]|zgq]. On

vérifie sans difficultés que N est une norme sur E. Soit (ux) une suite de E supposée convergente vers £. Posons un = un,1€1+- - -+up_qeq et

¢ ={1e1+- - -+Lgeq. Par hypothése, lir}r1 N(un—2) = 0. Or, par définition de N, on a, pour tout k& € {1,--- ,p},0 < |uy s —Li| < N(un—2).
n— oo

Donc lim |upk — €| =0,ie lim wuy p = ¢k On vient donc d’établir la proposition suivante :
n—-+oo ’ n——+oo ’

Proposition 16. Soit E un K-espace vectoriel de dimension d € N*. Une suite de vecteurs de E converge ssi les d suites de coordonnées
(dans une base quelconque de E) convergent.

2 1 1
Exercice 13. Calculer lim ((1+ Hmon?(1— cos(ﬁ),rﬂ(f +In(1 - —)).
n—+o0o n n n n

Exercice 14. Montrer que la définition de suite bornée d’un espace vectoriel E de dimension finie ne dépend pas de la norme considérée
sur E et caractériser simplement le fait qu’une suite d’un espace vectoriel E de dimension finie soit bornée.

4.2.3 Exemple : suite de matrices de M, (R).

Soit n € N*. My (R) étant un R-espace vectoriel de dimension finie n?, la proposition précédente permet d’affirmer qu’une suite (Cp) de

matrices de My, (R) converge (quand p — +00) si et seulement si elle converge pour une norme quelconque de My (R) ou encore si et

(p)

seulement si les n? suites (c; /) converge dans R (en notant cEpj) le terme d’indices ¢ et j de la matrice Cp).

2% In(n)
Exercice 15. Calculer lim In .
n—+oo \n2e~vn  plin(1 +sin(%))

On a alors le résultat suivant :

Proposition 17. 1. Soit (Ap) une suite de My (R) convergeant vers A. Alors la suite (*Ap) converge vers tA.
2. Soient (Ap) et (Bp) deux suites de My (R) convergeant respectivement vers A et B. Alors la suite (ApBp) converge vers AB.

5 Topologie d’un espace vectoriel normé.

5.1 Boules, sphéres, parties bornées, parties convexes

Soient (E, || - ||) un evn et d la distance associée a || - ||.

Définition 8. Soienta € E et r > 0.
e La boule ouverte de centre a et de rayon r est ’ensemble B(a,r) = {u € E /d(u,a) <r}.
o La boule fermée de centre a et de rayon r est l’ensemble By(a,r) = {u € E /d(u,a) < r}.

e La sphére de centre a et de rayon r est l’ensemble S(a,r) = {u € E /d(u,a) =r}.



Exercice 16. 1. On considére ici evn (R, | - |). Soient a € R et 7 > 0. Déterminer B(a,r), By(a,r) et S(a,r).

2. R? est muni de la norme || - ||2. Soient @ = (a1, a2) € R? et r > 0. Déterminer B(a,r), Bf(a,r) et S(a,r).
Meéme question avec les normes || - ||1 et || - [Joo-
Définition 9. Une partie A de E est bornée (pour la norme || - ||) s%l existe M > 0 tel que Vu € A, ||u|| < M ou de maniére équivalente

si A est incluse dans une boule de centre Og.

Remarque 10. Soient N et N’ deuz normes équivalentes sur un espace vectoriel E, c’est-a-dire qu’il existe un couple de constantes
(o, B) €]0, +0c0[? tel que Vu € E, a N(u) < N'(u) < B N(u).

1) Une partie bornée pour la norme N est aussi bornée pour la norme N'.

2) Soit a € E. Notons By (a,r) (resp. By/(a,r)) la boule ouverte de centre a et de rayon r pour la norme N (resp. N'). Alors

By/(a,ar) C By(a,r) C By (a,Br).

Définition 10. [Partie convexel Une partie A d’un espace vectoriel E est convexe si, pour tout couple (u,v) de vecteurs de A, le
segment [u,v] est inclus dans A, c’est-a-dire si :

Y(u,v) € A%, ¥t € [0,1], (1 —t)u+tv € A

Proposition 18. Une boule ouverte ou fermée d’un evn (E, || - ||) est une partie convexe de E.

Exercice 17. 1. Montrer que l'intersection de deux parties convexes d’un espace vectoriel E est une partie convexe de E.
2. La réunion de deux parties convexes d’un espace vectoriel F est-elle une partie convexe de E 7

5.2 Point intérieur, point adhérent a une partie d’un evn

Remarque 11. Les définitions suivantes sont énoncées dans le cadre général d’un evn de dimension finie ou non. On vérifie facilement
qu’elles sont invariantes par changement de normes équivalentes. En particulier, si E est un espace vectoriel de dimension finie, elles ne
dépendent pas de la norme choisie sur E par équivalence des normes sur E (voir la remarque précédente 10 2)).

5.2.1 Point intérieur, intérieur d’une partie

Définition 11. Soit A une partie non vide de E.
1) On dit que a € A est un point intérieur a A s’il existe r > 0 tel que B(a,r) C A.
2) L’intérieur de A, noté A, est l’ensemble des points intérieurs a A.

Exercice 18. Soit A = {(z,y) € R2/z > 0}. Déterminer A.

5.2.2 Point adhérent, adhérence d’une partie

Définition 12. Soit A une partie non vide de E.
1) On dit que u € E est un point adhérent a A si Ve >0, B(u,e) N A # 0.
2) L’adhérence de A, notée A, est l’ensemble des points adhérents a A.

Remarque 12. On a : A C A. En effet, si a € A, pour tout € > 0, a € B(a,e) N A donc B(a,e) N A # 0.

Exercice 19. Soit A = {(z,y) € R?/y > 0}. Déterminer A.
Proposition 19. [Caractérisation séquentielle d’un point adhérent] Soit A une partie de E et u € E.

Alors u est adhérent a A si et seulement si il existe une suite d’éléments de A convergeant vers u.

Démonstration. > Supposons u adhérent a A. Soit n € N*. Comme B(u, %) NA#0, 1l existe z,, € B(u, %) N A, c’est a-dire un vecteur

de A tel que d(u,zn) = ||lu — zn|| < % La suite (zn)nen+ est une suite de A convergeant vers u car hr—? d(u, zn) = 0.
n—-—+oo

< Soit (an) une suite d’éléments de A convergeant vers u. Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe N € N tel que pour tout n > N,
d(an,u) < €. En particulier, ay € B(u,e) N A. Donc u est adhérent & A car B(u,e) N A # (. O

5.3 Ouvert, fermé

5.3.1 Ouvert

Définition 13. On dit qu’une partie A de E est un ouwvert de E ou une partie ouverte de E si :
Va € A, Ir > 0 tel que B(a,r) C A,

autrement dit si A = A.



Proposition 20. 1) @ et E sont des ouverts de E.
2) L’union d’une famille quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E.
3) L’intersection d’un nombre fini d’ouverts de E est un ouvert de E.

Démonstration. 3) Soient n € N* et A1, -+, Ap une famille de n ouverts de E. Alors A = A; N---N Ay est un ouvert de E. En effet,
soit @ € A. On cherche r > 0 tel que B(a,r) C A. Pour tout ¢ € [1,n], il existe r; > 0 tel que B(a,r;) C A; car A; est un ouvert de
E. Posons alors r = min(ry,---,ryn). Par définition de r, on a r > 0, et, pour tout ¢ € [1,n], B(a,r) C B(a,r;) C A;. Par conséquent,
B(a,7) CA1N---NA, = A ce qui prouve que A est bien un ouvert de E. O

Attention ! Une intersection quelconque de parties ouvertes peut ne pas étre une partie ouverte comme le montre I’exemple suivant :

Exercice 20. Pour tout n € N*, on note : A, = {(z,y) € R?/ — % <z < %} Veérifier que A, est un ouvert de R2.
Déterminer A = ), cnyx An et justifier que A n’est pas un ouvert de R2.

5.3.2 Fermé

Définition 14. On dit qu’une partie A de E est un fermé de E ou une partie fermée de E si son complémentaire dans E est un ouvert
de E, c’est-a-dire si E\ A={x € E/z & A} est une partie ouverte de E.

Remarque 13. Toute partie finie de E est une partie fermée de E.
Exercice 21. Vérifier que [0, +o0o[ est un fermé de R et que [0, 1] n’est ni une partie ouverte, ni une partie fermée de R.

Proposition 21. Une boule ouverte (resp. fermée) est une partie ouverte (resp. fermée). Une sphére est un fermé.

Proposition 22. Une partic A de E est fermée si et seulement si A = A.

Démonstration. > Supposons A fermée. Soit u ¢ A. Comme E \ A est ouverte, il existe » > 0 tel que B(u,r) C E \ A, et on a alors
B(u,r) N A = 0. Donc u n’est pas adhérent & A, c’est-a-dire u ¢ A. Par contraposée, A C A et comme A C A, A= A.

< Supposons que tout point adhérent a A soit un point de A. Montrons que A est fermée, c’est-a-dire que E \ A est ouverte. Soit u € E'\ A.
Comme u ¢ A, u n’est pas un point adhérent & A et il existe donc r > 0 tel que B(u,r) N A = @, c’est-a-dire tel que B(u,r) C E'\ A. Donc
E\ A est ouverte.

En passant au complémentaire, la proposition 20 conduit a :

Proposition 23. 1) 0 et E sont des fermés de E.
2) L’intersection d’un nombre quelconque de fermés de E est un fermé de E.
3) L’union d’une famille finie de fermés de E est un fermé de E.

Attention ! Une union quelconque de parties fermées peut ne pas étre une partie fermée comme le montre I’exemple suivant :
Exercice 22. Pour tout n € N*, on note : A, = {(z,y) € R?/z > %} Vérifier que A, est un fermé de R2.
Déterminer A = UnEN* A, et justifier que A n’est pas un ouvert de R2.

Proposition 24. [Caractérisation séquentielle des fermés] Soit A une partie de E.
A est fermée si et seulement si toute suite convergente d’éléments de A a sa limite dans A.

Démonstration. > Supposons A fermée. Soit u la limite d’une suite convergente de A. Par la proposition 19, u est un point adhérent & A
et par la proposition 22, u € A.

< Supposons que toute suite convergente d’éléments de A a sa limite dans A. Supposons A non fermée. Par la proposition 22, A ¢ A.
Donc il existe un point u adhérent & A avec u € A. Ce qui est impossible car d’aprés la proposition 19, ce point w est la limite d’une suite
d’éléments de A et est donc dans A par hypothése! O

Exercice 23. Montrer que H = {(z,y) € R?/xy = 1} est un fermé de R? et que A = {(z,y) € R2, y > 22} est un ouvert de R?.

Définition 15. [Densité] Une partie A de E est dense dans E si tout vecteur de E est adhérent a A, autrement dit si
Yu € E, Vr >0, Ja € A tel que d(u,a) <r

ou si tout vecteur u de E est la limite d’une suite de vecteurs de A (par caractérisation séquentielle d’un point adhérent).

Proposition 25. Q est dense dans R.

Démonstration. Utilisons la caractérisation séquentielle. Soit x un réel quelconque. On vérifie avec le théoréme de limite par encadrement

E(nx
que z = lim g ou E est la fonction partie entiére. O
n—-+oo n
€Q
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