Spé PC. Préparation de l’interrogation de mathématiques n°1 (12.09.2024).

. Définitions.

. Définition d’une norme sur un espace vectoriel E.
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2. Définitions d’un produit scalaire sur un R-espace vectoriel et de sa norme associée.
3. Enoncé de I'inégalité de Cauchy-Schwarz usuelle dans R™ et dans C°([a, b], R).
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. Définition des normes 1,2 et infinie sur R, sur M, (R), et sur C°([a, b], R).

II. Démonstrations. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
1. Prouver que si (un)nen converge vers £ € E,| alors la suite (un)nen est bornée.

2. Soit (un)nen une suite de E. Prouver que si les deux suites (uzn)nen et (u2n+1)nen convergent vers £ € E, alors
(un)nen converge vers £.

III. Exercices.

Exercicel. Une généralisation du théoréme de Cesaro.

Soient £ € R et (un)nen+ une suite réelle telle que lim w, = £. Soit (an)nen+ une suite de réels strictement positifs

n—-+oo

telle que :
lim (a1 + -+ an) = +o0.

n—-+oo
a1y + 0+ Qpln
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On étudie la convergence de la suite (v )nen+ définie par : Vn € N*, v,, =

1. Soit € > 0. Soit N € N* tel que Vn > N, |u, — £] < %

Vérifier que Vn > N, |v, — ] < arlur — L€+ -+ anlun — £| +E‘
ar+ -+ an 2

2. En déduire que lim v, = /.
n—-+oo

Exercice2. [Constante d’Euler] 1. Justifier que Vz > 0, % <In(z+1) —In(z) < 1
x x

2. On pose, pour tout n € N*, u,, = Y l—ln(n)etv —il—ln(n—&-l)

. ey 7 n_k:1]C n_kzlk ‘

Prouver que les deux suites (un) et (vn) convergent vers une méme limite.
Remarque : la limite de la suite u, notée -, est la «constante d’Euler». En posant €, = u, — -, on a donc :

Z% =~ +1In(n) +&,, avec lim &, =0.
k=1

n—-+oo

3. Applications.
3. a. Déterminer un équivalent simple quand n tend vers +oo de Z %
k=1

3. b. Calcul li
acuernirfmz

= Retrouver cette valeur en utilisant le cours sur les sommes de Riemann.
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Exercice 3. Soient a > 0 et S, = Z ,neN
= ak +1
1. Prouver que la suite (Sy) converge. Considérer les deuzx suites (Sa2n) et (San+1).
1 n _1\k 1 1 an-+a
2. En utilisant 1'égalité ak1—|— 1= /0 2% dz, montrer que kZ:O (gkj—)l = /0 T j_xxa + (71)”/0 :1E+7xa dx
1
3. En déduire que lim S, :/ dx .
n—+o0 o l1+z*

Exercice 4. Soit (un)nen une suite réelle telle que les suites (u2y,), (u2n41) et (u,2) convergent.
Prouver que la suite (un)nen converge.
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Exercice 5. Soit E = C'([0,1],R). On pose, pour tout f € E, N(f) = (f(%)2 + fol 6zf'(:c)2dx)
Prouver que N est une norme sur FE.

Exercice 6. > Si u € C°([0, 1], R), on pose : ||uljcc = m[%%] |u(z)]. On rappelle que || - || est une norme sur C°([0, 1], R).
z€|0,

Soit E = C*([0,1],R). On pose, pour tout f € E, N'(f) = || f'|loc + | £(0)]-

1. Vérifier que N’ est une norme sur E.

2. Montrer que Vf € E, || f|loc < N'(f).

3. Montrer que N’ et || ||oc ne sont pas équivalentes. Indication : considérer f,(x) = sin(mnz), n € N*, z € [0,1].



