Spé PC. Interrogation de mathématiques n° 1 (12.09.2024). Durée : 35 mn.

I. Définitions [5 points]
1. Définitions d’un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E et de sa norme associée.
2. Enoncé (sans preuve) de I'inégalité de Cauchy-Schwarz usuelle dans R™ et dans C°([a, b], R).

3. Définition des normes 1,2 et infinie sur M, (R) et sur C°([a, b], R).

II. Démonstration [2 points] Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

Prouver que si (un)nen converge vers £ € F, alors la suite (un)nen est bornée.

ITI. Exercices [13 points]

Exercicel. [4 points] Une généralisation du théoréme de Cesaro.

Soient £ € R et (un)nen+ une suite réelle telle que 1i111 Un = L. Soit (an)nen+ une suite de réels strictement positifs
n— oo

telle que :
lim (a1 + -+ an) = +oo.

n——+oo
aiul + -+ Qpn

On étudie la convergence de la suite (vp)nen+ définie par : Vn € N*, v, =
1 + tes + Qp

1. Soit € > 0. Soit N € N* tel que Vn > N, |u, — ¢| < %

a1|u1—€\+---+ozN|uN—Z|
ar -+ an

Vérifier que Vn > N, |v, — €] < +

oM

2. En déduire que lirf vy = 4.

Exercice 2. [4 points] > Siu € C°([0,1],R), on pose : ||ul|oo = m{g)i] |u(z)]|.
z€|0,

Soit E = C*([0,1],R). On pose, pour tout f € E, N'(f) = || f'||c + |£(0)| et on note 6 la fonction nulle sur [0, 1].
1. Soit f € E. Justifier que si N'(f) = 0, alors f = 6.

> On admet que N’ est homogeéne et vérifie 'inégalité triangulaire.

2. Montrer que Vf € E, || f|loc < N'(f).

3. Montrer que les normes N’ et || || ne sont pas équivalentes sur E.

Indication : considérer fn(x) = sin(mnzx), n € N*, x € [0, 1].

Exercice 3. [5 points] Soit S, = Z (1)
k=0

1. Prouver que la suite (Sy) convergeT Considérer les deuz suites (S2n) et (San+1).

1 no Nk 1 1, 2n+2
2. En utilisant I’égalité _1 = / z2* dz, montrer que Z 2(113 1) / dx + (71)"/ x dx
0 o 0 0

2%k +1 1), 1T+22 T+az2

s

3. En dédui lim S, = ~.
n dedulre que nirfoo 4

IV. Bonus [1 point] Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f € C°([a, b],]0, +o0[).

Prouver en utilisant judicieusement l'inégalité de Cauchy-Schwarz que :

/abﬁdx, /abf(:r)dxz(bfa)z.



