Spé PC. Préparation de l’interrogation de mathématiques n° 2 (30. 09. 2024).

I. Définitions.

1. Définition de la série produit (de Cauchy) de deux séries Z Up et Z Un.
n>0 n>0
Enoncé du théoréme sur le produit de deux séries absolument convergentes.

Application a la fonction exponentielle.
oo n

1. Soit z € C. Vérifier que la série E — converge absolument. On admet que, pour tout z € C, E — =¢".
n! n!
n>0 n=0
2. Vérifier en utilisant le théoréme sur le produit de deux séries absolument convergentes que : V(u,v) € C2, Uty = e¥e”.
2. Enoncé du critére de comparaison série-intégrale. Application : prouver que la série E 5 converge.

2 n(in(n)

3. Critére des séries alternées. Signe de la somme et majoration des restes d’une série alternée vérifiant les hypothéses
du criteére.

II. Exercices.

Exercice 1. Prouver que la série Z In(1—
n>2

————) converge et calculer sa somme.
n(n+1) ) &
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Exercice 2. 1. Soit (a,b) €]0, +-oo[?. Vérifier que arctan a — arctanb = arctan( a4

1+ab)'

1
2. Justifier que 7;) arctan(m) converge et calculer sa somme.
1 f'(@)
Exercice 3. Soit f € C*([1, +oo[,R"*) telle que lim =—
z— 400 f(:C)

1
1. Calculer 11111 % Indication : on pourra utiliser 1’égalité des accroissements finis avec In(f) entre n et n + 1.
n—-+oo n
2. Préciser la nature de la série E fn).
n>1
1
Exercice 4. Montrer que la série complexe E 1- Z)"2 (ot i2 = —1) converge absolument.
n
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Exercice 5. Soit a > 0. Etudier la nature de la série E %
nOé — n
n>2

Exercice 6. Soit o > 0. Etudier la nature de la série Z In(1+ (=1 ).

n(X
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Exercice 7. 1. Soient n € N* et x € [0, 1]. Vérifier que z + ——= € [0, 1].
n

2. Soit f € C*([0,1],R). Pour n € N* et = € [0, 1], on pose : fo(x) = f(x + W)

Prouver que la suite de fonctions (fn)nen+ CVU sur [0, 1] vers une fonction a préciser



