Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. A rendre le 30. 09. 2024

Devoir de mathématiques n° 2.

Exercice 1. Soit (un)nen la suite définie par : ug €]0,1[ et Vn € N, upy1 = %(un + u%)
1. Prouver que la suite (un)nen converge et déterminer sa limite.

2. Prouver que la série Z Un, converge.
n>0
3. Pour tout n € N, on pose v, = 2"u,. Vérifier que In(vpt1) — In(vy) ~  up.

n—-+oo
. . C
En déduire I'existence d’un réel C' > 0 (que 'on ne cherchera pas a calculer) tel que u, N on
Exercice 2. Soit (u,)nen une suite de réels positifs. On considére la suite (v, )nen définie par :

1
vo =1 et, pour tout n € N, vy 41 = 5('0” + VU2 4+ up).

Montrer que la suite (vn)nen converge si et seulement si la série E Un, converge.
n>0

Exercice 3. Soit (uo,v0,wo) € R3. Soit (2n)nen = ((Un, Un,wn))nen la suite de R? définie par : 2o = (uo,vo,wo) € R® et
pour tout n € N par :

1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 7
Un+1 = 3Un — gWn + 35 Unt+1 = 3Un + gUn — 3Wn — 3 et Wn+1 = 3Un + 3Un + sWn — §-

Un T1
On note, pour tout n € N, Z, = | v, | € M3,1(R) et on pose, pour X = | z2 | € M31(R), || X||oo = max(|z1], |z2], |23]).
Wn X3

=
|
W= o=

. Soit A =

€ M3(R). Déterminer la matrice colonne B € M3 1(R) telle que Vn € N, Z,,11 = AZ,, + B.
1

6

Wl Wl Wl
wi= al= O

2. Vérifier que || - ||oc est une norme sur Ms 1 (R).

3. Déterminer une constante k € [0, 1] tel que VX € M3,1(R), [|[AX||oo < k|| X|oo-
4. a. Vérifier que Vn € N, || Zn41 — Znlloo < k™| Z1 — Zo]|co-
4

. b. Préciser la nature des séries E | Zn+1 — Znl|oos E [Unt+1 — unl, E |Unt1 — vn| et E |wnt1 — wnl-
n>0 n>0 n>0 n>0
4. c. Prouver que la suite (zn)nen converge et calculer sa limite.

Exercice 4. Soit (u,)nen+ une suite de réels strictement positifs.
Un+1

1
— 14 =, n € N*, et on suppose que la série E v, converge absolument.
Un, n

n>1

On pose : v, =

L, . v 2
1. a. Montrer que les séries Z Wn et Z v,, convergent.
n>1 n>1
1. b. On pose : zp, = (v, — %)2, n € N*. Prouver que la série Z ZTn, converge.
n>1
1. c. Soit (y») une suite de réels négligeable devant (x,) (c’est-a-dire : ¥n = 0400 (Zn)).
Prouver que la série Z Yn converge absolument.
n>1

2. On note : a, = In(nu,), n € N*.

2. a. Prouver que la série E (an4+1 — an) converge.
n>1

K
2. b. En déduire 'existence de K > 0 tel que uy,, +~ —. Préciser la nature de la série g Un .
© n
n>1

. _ 24...(2n) \°
3. Application. Quelle est la nature de la série (7> ?
nzz:l 35...2n+1)



Partie facultative.

Exercice 5. [Complément sur les séries]

Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites de réels strictement positifs telles que un, ~ v, et telle que la série Zun

n—-+oo
converge.
0. Préciser la nature de la série Z Un.
—+oo +oo
> On note R, (u) = Z ug et Rp(v) = Z vk, les restes d’ordre n des séries de termes généraux respectifs u,, et vy,.
k=n+1 k=n+1
1. Soit & > 0. Justifier existence d’un entier N € N tel que Vn > N, |un — vn| < € vp.
k=n+p k=n+p k=n+p
En déduire que Vn > N, Vp > 1, | Z U — Z v <e Z v, puis que Ry, (u) et R, (v).
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
= 1 1
2. Application. Justifier la convergence de la série ————— et prouver que —_— ~ .
pp & ;nQJrsinn p d kz;rl k2 +sink n—+oo n
n> =n



