Spé PC. Lycée Rabelais-Saint-Brieuc. A rendre le 14. 10. 2024.

Devoir de mathématiques n° 3.

Vit ()"

Exercice 1. Soit u, = In(—=—=—="—), ol n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

vn+1
- 1 1 (=" T -
Vérifier que u, = —= In(1 + =) + In(1 + ~—=) et déterminer la nature de la série Z Up.
2 n Vn =
Exercice 2. On considére, pour tout n € N, la fonction f, définie sur [0, +oo[ par :

_ nz
14 nx’

vz e RY, f.(z)

1. Montrer que la suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur R™ vers une fonction f que I'on précisera.
2. Justifier que la suite de fonctions (f,)nen ne converge pas uniformément sur Rt vers f.

3. Soit a > 0. Prouver que la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément sur [a, +0ool.

Exercice 3. On considére la suite de fonctions polynémes (P, )nen définies sur [0, 1] par :

Vz € [0,1], Po(z) =0 et Vn € N, Vz € [0,1], Ppy1(z) = Po(z) + 5(:[; — PZ(z)).

1. Soit = € [0, 1]. Montrer que pour tout n € N, 0 < P, (z) < v/z.

2. Prouver que la suite (P,)nen converge simplement sur [0, 1] vers la fonction racine carrée.

3. Soit x € [0, 1]. Montrer que pour tout n € N, vz — P, (x) < vz (1 — g)"
. t
4. Soit n € N. Calculer max t(1 — 2)".
te(0,1] 2
5. Prouver que la suite (P,)necn converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction racine carrée.
+oo
Exercice 4. Pour tout € R, on pose : f(z) = Z

n=1

1+ sin(nx)
3n ’

-

. Démontrer que f est de classe C' sur R.

N

. Soit & € R. Exprimer simplement f(z) en fonction de sin(z) et cos(z). Indication : pour tout 8 € R, sin(g) = Im (e*?).

n cos(nx)

3n en fonction de cos(z).

“+oo
3. Soit x € R. Déduire de 2. une expression simple de la somme Z
n=1

1
n3ntl

N

. Vérifier que la série Z

(14 (=1)""") converge et, en considérant / f(x) dz, justifier que :
n>1 0

—+oo

2 n3’11+1 1+ ()" = /0" 10 fig(c?s@) de

a2ntl +oo a2ntl 1 1+a
5. Soit a €] — 1,1[. On rappelle que la série Z o 1 converge et que Z m¥l= 3 n(1 — a).
n>0 n=0
5. a. Déduire de 4. la valeur de l'intégrale I = / & dx.
o 10— 6cos(x)

5. b. Retrouver la valeur de I par un calcul direct.

“+o0
Exercice 5. Soit f(z) = 7;0 ﬁ, z €R.
1. Préciser le domaine de définition de f.
2. Etudier la continuité de f.
(n4+1)x dt T nx dt
3. a. Soit . tifi tout * < < .
a. Soit x > 0. Justifier que pour tout n € N ,/m ch(t) = ch(nz) = /(n_l)x ch(t)

3. b. Déterminer une primitive sur R de ¢t — L
ch(t)
4. Déduire de 3. un équivalent simple de f(z) en 0.



Partie facultative.

Exercice 6. On pose pour z € [0, +00[ et n € N, u,(x) = arctan(z + n) — arctan(n).

1. Montrer & I’aide du théoréme des accroissements finis que Yn € N, Vo € RT, 0 < u,(z) < T f 5
n
—+oo
2. Montrer que f : x +— Z un(x) est une application croissante et continue de R* dans R*.
n=0
1
3. a. Révision. Démontrer que V¢t > 0, arctan(t) + arctan(;) = g

3. b. Montrer que f n’est pas majorée sur R™. Indication : on raisonne par l’absurde. Supposons f majorée sur RY.

1
Soit M € R" tel que Vx € RY, f(z) < M. Montrer avec un passage & la limite que VN € N*, E arctan(—) < M
n
n=1
et obtenir une contradiction.

3. c. Préciser lirf f(z).

Exercice 7. 1. Montrer que 'on définit une fonction f continue sur R* en posant pour tout z € R* :

flx) = nklfoo (1+ 27)
k=0
2. Justifier que f est l'unique fonction continue sur R* telle que : Vo € R, f(z) = (1 + m)f(g) et f(0)=1.



