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Exercice 1.

1. Rappelons que Vu € C, Vn € N*, |u™| = |u|™. Donc :

z T . T 2 n 2¢ 2?2493 n
1Zal =11+ 2 =10+ D rid = (Ja+ D2+ L) = 0+ 205,
n n n n n n

Le passage au logarithme, imposant |1 + %| > 0, conduit & supposer en fait n assez grand : il existe ng € N* tel que Vn > ng, Zn # 0 (car

n

z
lim 1+ — =1). Et pour tout n > ng, on a bien :
n

n——+oo
n 2 x? +y?
In(|Zn]) = = In(1+ — + =%,
2 n n?
2 2 2
Rappelons aussi que In(1+t) ~ ¢ Comme lim = + Ty =0,ona:
t—0 n—+4oo n n2

2 x2+y2 27$+$2+y2 2733

In(14+ — +
( n n? ) n—+4oo n n? n—o+4oo n
d’ou In(|Zn|) ~ « et finalement
n—-+oo
lim |Zn|= lim (%)) =g
n—-+4oo n—-+4oo

2. Comme lim Re (1 + f) = lim (1+ E) = 1, il existe N € N* tel que pour tout n > N, Re (1 + i) > 0. Le point image de
n—-+4oo n n— n n

+oo
zn = 1+ Z dans le plan complexe a donc une abscisse strictement positive pour n > N. II existe donc un unique ap €] — 5 g[ tel que
Yy
pour tout n > N, z,, = |zn|(cos(an) + isin(an)) = |zn|e?*n. D’ot tan(ay) = —2— = L an, = arctan( ) car an €] — 3, 5
1+2 n+tz n+x

Rappelons enfin que arctan(t) ~ t¢. Ainsi lim na, = y car arctan( ) o~ Ly Finalement, d’aprés ce qui précéde, on a :

t—0 n—-+oo n+x n—+oon

lim Z, = lLm |Z,[e!™*" = e¥(cos(y) + isin(y)) = e®e = ¥+ = ¢,
n—-+oo n——+oo

Exercice 2.
1. Soit uw = (un)nen une suite réelle convergente, de limite ¢ € R. Soit € > 0. Par définition de la convergence d’une suite, il existe N € N
tel que pour tout n > N, |up —¢| < % Alors, pour tout n > N, pour tout p € N, |upyp —£] < % car n+p > n > N. En utilisant I'inégalité
triangulaire, on obtient que, pour tout n > N, pour tout p € N :

€

I
[t = tnl = |t = 0+ (€ = wn)| < Junp = €]+ 1€ = wnl < 5+ 5

(=9
La suite u est donc bien, par définition, une suite de Cauchy.
2. Soit u = (un)nen une suite de Cauchy. Considérons € = 1. Par définition d’une suite de Cauchy, il existe N € N* tel que
Vn > N,Vp €N, |upntp — un| < 1.
En particulier, pour n = N et avec I'inégalité triangulaire, on a donc :
Vp €N, Junip| = [(untp —un) + un| < Juntp — un|Flun| <1+ |un].
<1

Comme {N +p/pe N} ={N,N+1,...} ={n e N/n > N}, on a donc :

Vn > N, |un| <1+ |un].
En conclusion, la suite u est bornée car Vn € N, |up| < max(|uol, -+, lun—1], 1 + |un]).

3. a. Comme u est une suite de Cauchy, u est bornée d’aprés 2. Soit M (resp. m) un majorant (resp. un minorant) de la suite u. On a
donc Vk € N, m < uy, < M. En particulier, pour tout n € N, U,, est un ensemble non vide de réels majoré (resp. minoré) par M (resp. m).
D’ou lexistence de sy, et i, respectivement par ’axiome de la borne supérieure et ’axiome de la borne inférieure.

3. b. Pour tout n € N, on a : Up41 = {tn+1,un+2,...} C Un = {un, Unt1,Unt2,...}.

Comme iy, est un minorant de Uy, i, est donc aussi un minorant de Up41. Or i1 est, par définition d’une borne inférieure, le plus grand
des minorants de Uy 4+1. On a donc in41 > in : la suite (in)nen est donc croissante.

De méme, s, étant un majorant de Up, s, majore aussi Up41. Or sp41 est, par définition d’une borne supérieure, le plus petit des
majorants de Up1, donc sp4+1 < Sy : la suite (sn)nen est donc décroissante.

3. c. Utilisons la définition d’une suite de Cauchy en considérant £ a la place de ¢ : il existe N € N tel que

€
2
VnzN,unfg

g
< Untp Sun+5

Ainsi ensemble U, est majoré (resp. minoré) par upn + 5 (resp. un — 5 ). Comme uy, + 5 est un majorant de Up, le plus petit des majorants

de Uy, noté s,, est donc plus petit ou égal a uy, + % De méme, un, — % étant un minorant de U, le plus grand des minorants de U, noté

in, est donc plus grand ou égal & uy, — % En résumé, pour tout € > 0, il existe N € N tel que :
€ . €
VnZN:Un_ES’LnSSnSUn‘FE
ce qui implique que Vn > N, s, — in, < € ou encore, s, — in étant positif, que :
Vn > N,|sn —in| <e.

On reconnait la définition formalisée de : liT (sn —in) =0.
n— oo



3. d. D’aprés 3. b. et 3. c. les suites (in)nen €t (Sn)nen sont adjacentes donc, par théoréme, convergent vers une méme limite réelle £.
Comme up € Un, on a: in < up < sp. Donc la suite u converge vers £ par le théoréme de la limite par encadrement (ou des gendarmes).

Exercice 3.

1. Rappelons que Vx € R, e® > 0. La suite u est strictement croissante car Vn € N, up41 —unp = e~ ¥ > 0. Il n’y a alors que deux

possibilités : ou bien u converge vers un réel [ ou bien lir}rl Uy = +00. Supposons liI:E up =1 € R. En passant a la limite dans 1’égalité
n—-+o0o n—roo

Unp41 = Up + €~ %7, on obtient | =1+ e*l, cest-a-dire e=! = 0 ce qui est impossible. Donc liT Up = +00.
n— oo

2. Pour tout n € N, v, > 0, et vy, —Vpy1 =€ %1 —e Untl =7 Un —eTUn"Vn =" Un(] — e V) = v, (1l — e ¥n). Donc

—v —Un — —Un
wnzvn*”nJrl:l*e nzlfe ":1 e ne”".
VUnUn41 Un+1 Vpe " Un Un,
1—e ¥n
Or lim v, =0donc1l—e Vn ~  wn. Par conséquent, lim wp =1car lim ——— =1let lim e'» =1.
n—-4oo n—-+oo n—-—4oo n—-4oo Un n—-4oo

1 1.1 1 1 1 R .
Posons, pour tout n € N*, S;, = —(wg + -+ + wp—1) = —(— — —) = —— — —— (telescopage). Par le théoréme de Cesaro, comme

n n vp V0 nUn, nvo

1 1 1
lim wp,=1ona lim S,=1,donc lim —— =1car lim —— =0 ouencore lim nv, =1. Autrement dit, v, ~ —.

n——+oo n—-+4oo n—+o00 Ny n—-+00 nugy n—-+oo n—-+oo n
Enfin I'égalité up = —In(vn) = — ln(% -nuyp) = In(n) — In(nvy,) conduit a :

~ 1
Un n—-+oo n(n)
. Un . 1
(car lim = lim (1-
n—-+o00 ln(n) n— 400 ln(’n)

In(nv,))=1—-0-0=1).

Exercice 4.

1. Considérons les deux fonctions u et v de [0, 1] dans R définies par : Vz € [0, %}, u(z) =1 — 2z (resp. v(z) = 0) et Va € [%, 1], u(x) =0
(resp. v(z) = 2z — 1). Ces deux fonctions sont continues sur [0,1] et uv = 6 ou € est la fonction nulle sur [0, 1] (0 est le «vecteur nul» de
E). Si une telle norme N sur E existait, on aurait en particulier : N(uv) = N(u)N(v) ce qui n’est pas le cas : N(uv) = N(6) = 0 alors que
N(u)N(v) > 0 car N(u) > 0 (resp. N(v) > 0) puisque u # 0 (resp. v # 0). Donc il n’existe pas de norme N sur E telle que : V(f, g) € E?,
N(fg) = N(f)N(9)-

2. Considérons la matrice élémentaire E15. On a : EfQ = E12E12 = Oy, ou Oy, est la matrice nulle (le «vecteur nul») de M, (R). Si une telle
norme N sur My, (R) existait, on aurait en particulier : N(E%,) = N(E12)? ce qui n’est pas le cas : N(E%,) = N(Oy) = 0 alors que 'on a
N(E12)? > 0 car N(E12) > 0 puisque Ei2 # Oy, Donc il n’existe pas de norme N sur My (R) telle que VA € M, (R), N(A42) = N(A)2.

3. a. Soient z = (z1,- -+ ,zn) € R™ et p € N*. Par définition de ||z||0, on a : Vk € [1,n], |zk| < ||z]|cc donc
Vk € [L,n], |2}] = |z l? < |l=]|%.
Par conséquent ||zP||o (qui est I'un des réels |z |P) est inférieur ou égal a ||z||%. De plus soit j € [1,n] tel que |z;| = ||z|loc. On a :
27 ]loo = max(|af|, -, [z} ]) = max(|z1]?, -, lwal?) > [z; [P (= [|2]|%)-
Finalement, on a bien [|2P |00 = ||z||5-
3. b. Soit N une norme vérifiant (x). Soit z = (x1,--- ,z,) € R™. En utilisant I’égalité (*) avec 2 a la place de z, on a :
N(z*) = N((z*)?) = N(z*)? = (N(2)*)? = N(2)*,

de méme N(z8) = N(x)® et plus généralement (récurrence) pour tout k € N, N(:):Qk) = N(x)Qk.
Comme R™ est de dimension finie, on a admis que N est équivalente & || - |oo ce qui signifie qu’il existe (a,b) €]0, +oo[? tel que :

Vu € R, alluloo < N(w) < blluflo.
En considérant u = mzk dans I’encadrement précédent, on obtient avec 3. a. :

vk eN, aflz|Z < N@? <bllelZ
ou encore

Vi €N, a3t fallow < N(2) < b3 [la]oc.

Or pour tout ¢t > 0, kllvlfoo tz%v = kl{g}oo e# I _ 0 — 1. Don N(z) = ||z|| en faisant tendre k vers +oo dans I’encadrement précédent.
En conclusion, || - ||co est bien la seule norme N sur R™ vérifiant la propriété ().

Exercice 5.

1. On vérifie que A3 = I3. D’ou, pour tout p € N, A3P = J3, A3P+l = A et A3P*2 = A2, Supposons un instant que la suite (AP)pen
converge. Les suites extraites (constantes ici) (A3P),en et (A3PT1),cn convergeraient vers la méme limite et par unicité de la limite, on
obtiendrait I3 = A ce qui est faux. D’ou la divergence de la suite (AP)pen.

2. a. En regroupant par "paquets de trois", on remarque que la suite (Usp) est constante car, pour tout p € N* :

1 1
Usp = g, (I3 + A+ 4 AT = %((13 A+ A%) 4 (APTE 4 AT AT
1
= %((13+A+A2)+---+(13+A+A2))
p fois
1 2
= 5(13 + A+ A%)
p 2 p 2 L
1d tout N : U =——U3+A+ A I3 et U: = Is+A+A I3+ A).
em pour tout p €N, on a : Uspt1 3p+1( s+ A+ )+3p+1 3 et Uspt2 3p+2( s+ A+ )+3p+2( 3+ A)
2. b. D’aprés la question précédente, les trois suites (Usp), (Uzp+1) et (Usp42) convergent vers %(13 + A+ A?).
1 1 1
On en déduit classiquement (cf. cours) que la suite (Up) converge vers %(13 + A+ A?) = % 1 1 1
1 1 1



Partie facultative.

Exercice 6. Soit ¢ € [0, 1[. Notons M (¢t) un majorant de la suite (ant™),cn. Par définition de M (t), on a donc : Vn € N, ant™ < M(t).
1. Soit = € [0, 1[. Considérons un réel ¢ €]z, 1[. Comme pour tout n € N, anz™ = a,t™ ()", on a I'encadrement : 0 < ana™ < M(¢)(F)".
x
D’ou 11111 anz™ = 0 par le théoréme de limite par encadrement (des gendarmes) car la suite géométrique ((;)"), de raison ¥ € [0,1],
n—-—1+0oo

converge vers 0.
2. On procede de la méme maniére. Soit = € [0, 1[. Considérons un réel ¢ €]z, 1[. Comme pour tout n € N, nanz™ = nant™(%)", on a

I'encadrement : 0 < apz™ < M(t) -n(F)™. D’ou liT nanpx™ = 0 par le théoréme de limite par encadrement (des gendarmes) car la suite
n— o0

x . .
(n(=)™) converge vers 0 par croissances comparées.
t



