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Exercice 1.

1. ¢) On vérifie facilement par récurrence que pour tout n € N, u, €]0, 1].
i) La suite u est donc (strictement) décroissante car pour tout n € N, up41 — up = %un(un —-1)<o0.
i) La suite u converge donc vers un réel | € [0, 1] par le théoréme de la limite monotone car u est décroissante et minorée par 0.

i) En passant a la limite dans 1’égalité : up4+1 = %(un +u2), on obtient : | = %(l +12), c’est-a-dire [ = 12 ou encore | = 0 ou [ = 1.
Donc I = 0 car, u étant décroissante, nécessairement | < ug < 1.

En conclusion, la suite v converge vers 0.

2. La série Z un, converge d’aprés le critére de D’Alembert. En effet, pour tout n € N, u,, > 0 et d’aprés 1.
n>0

1 1
lim = — im -1 == c[0,1]
im im 2( + un) 5 [0,1]
3. Pour tout n € N, v,, > 0 et d’apres 2. :

n(vpt1) — In(on) = (L) = @Yy = In(1 +un) ~  un

Un Un n—-+oo

sachant que lim u, =0et que In(1+2z) ~ .
n—-+oo z—0

La série Z (In(vn+1)—1n(vrn)) converge par la régle de I’équivalent positif car Z uy, converge, et, par le lien suite-série, la suite (In(vn))nen

n>0 n>0
converge. Notons L = lir}rl In(vy). La suite (vn)nen converge alors vers C' = el (par continuité de la fonction exponentielle en L) et
n— oo
u v
finalement : u, ~ — (car lim - = lim - =1).
n—-+4oo 2N n—-+o0o 2% n—+oo C

Exercice 2. Pour tout n € N, v, > 0 (récurrence) et (vn)pen est croissante car

1 1 u
U1 = 0 = S (/02 i —vn) = 5 > 0 ().

i >
VU2 Fun +vp

a) Supposons que la série E un, converge. Par comparaison de termes positifs, g (Vn+1 — vn) converge car d’aprés ()
n>0 n>0

1
VnGN,OSUyH-l—vnSZun

puisque, (vn)neN étant croissante, 1/v2 + un + vn > 20, > 2v9 = 2. Donc la suite (vn)nen converge par le lien suite-série.

b) Supposons que la suite (vp)nen converge. Soit V = hl’_‘I_l vn. Comme (vn) est croissante, pour tout n € N, v, <V et d’apreés (x) :
n— oo

0<up = 2(Un+1 - Un)(\/ U% + un + 'Un) = 4vn+l(vn+l - Un) < 4V(U'n+1 - Un)-

Par le lien suite-série, E (Vn+1 — vn) converge et finalement E up converge par comparaison de termes positifs.
n>0 n>0

Exercice 3.

19 _1 1
3 6 2
1. On constate que, pour tout n € N, Z,,11 = AZ,, + B avec A = % é —% et B = —% .
11 1 _7
3 3 6 6
2. Soit X € M3,1(R). Le maximum de trois réels (positifs) est I'un de ces trois réels, donc || X||cc > 0.
Z1
(?) Soit X = [ z2 | € M3,1(R) tel que || X||co = 0. Le maximum de trois réels majore ces trois réels, d’ou : |z1| < 0, |z2| < 0 et |z3]| < 0.
z3
Mais comme une valeur absolue est positive, on a plus précisement |z1| = 0, |z2] = 0 et |z3| = 0, c’est-a-dire z1 = z2 = z3 = 0 et
0
X=10
0
z1 azy
(#) Homogénéité. Soient X = [ xz2 | € M3 1(R)et a € R. Ona: aX = | axrz | et
x3 azs
[aXlloo = max(|az1], [aws], |axs|) = max(|allz1], |allzs], |allzs]).
Supposons pour fixer les idées que || X||co = |z1], autrement dit que |z2| < |z1] et |z3| < |z1] . Alors |a||z2| < |af|z1] et |af|z3| < |af|z1]
donc [|aX|[eo = max(|e|z1], al|zz], |a||z3]) = |af|lz1] = |af [X]|oo-
1 Y1
(it3) Inégalité triangulaire. Soient X = [ z2 | € M3 1(R) et Y = | y2 | € M31(R).
x3 Y3
T1+ Y
Alors X +Y = | z2+y2 | et [|[X + Y|l = max(|z1 + y1, |z2 + y2|, |z3 + y3])-
3 + Y3

Soit k € {1,2,3} tel que max(|z1 + y1], |x2 + y2|, |x3 + y3|) = |zk + yr|. Comme |2k + yi| < |zk| + |[Yk] < || X]|oo + [|Y ||ooc 0on a bien :
X + Yoo = o5 + y&| < [ Xlloo 4+ 1Y [loo-



1 Y1
3. Notons Y =AX =A|x22| =|y2|.-Ona:
3 Y3

1 1 1 1 1 1
=|-z1 — —z3| < =|z1| + =|z3| < = max(|z1], |x2|, |z3|) + = max(|x1]|, |z=2|, |
Y1 |31 63|*3|1‘ 6| 3|73 (|z1], |22l, |z3]) G (1], w2, [zs])
1 . 5 5 )
donc |y1| < §HX||oo De méme, |yz| < E”X”‘X’ et |ys| < 6||X||o<> Par conséquent,

5
[AX oo = ¥ lloc = max(Jyal, ly2] [ys]) < cllXTloo-

Donc k = % € [0, 1] convient.
Remarque. Plus généralement, on a :
5
V(X X') € M31(R)?, |AX' = AX[loo = |A(X" = X)]loo < g1 = Xlloe. (1)
Autrement dit, 'application X — AX est %—lipschitzienne de (M3,1(R), || - |leo) dans (M3,1(R), || - [[eo)-

4. a. Notons P, la propriété : || Zn+1 — Znlleo < (%)"||Z1 — Zo|loc, n € N.
Démontrons par récurrence que P, est vraie pour tout entier n.
Initialisation. Po est vraie car ||Z1 — Zo|lco = (%)OHZl — Zo|loo-

Hérédité. Supposons P, vraie pour un certain entier n € N. En remarquant que
1Znt2 = Zniilleo = [(AZny1 + B) — (AZn + Blloo = |AZnt1 — AZnlloo,

on a donc d’apreés (1)
5 5 /5
[Znt2 = Zntilleo < GllZnt1 = Znlleo < &+ ()" 121 = Zolloo-

N——
:(%)n+1

Donc Pp41 est vraie si Py, est vraie.

5
4. b. D’aprés 4. a. Z |Zn+1 — Zn|loc converge par comparaison car la série géométrique Z(f)" converge. De plus, par définition de
n>0 n>0
| [loo, on &, pour tout n € N,

|un+1 _un| < ||Zn+1 - Zn”oo; |'Un+1 _'Un‘ < IIZn+1 - Zn”ocn et Iwn+1 _wnl < HZn-&-l - Zn”oo

Donc les trois séries E [Un+1 — unl, E |Un4+1 — vnl et E |wn+41 — wn| convergent par comparaison (de termes positifs).
n>0 n>0 n>0

4. c. D’aprés 4. b., les trois séries Z(U”Jfl — Un), Z(U"+1 — o) et Z(wn+1 — wp) convergent absolument donc convergent par
n>0 n>0 n>0
théoréme. Et le lien suite-série permet d’affirmer que les suites réelles (un), (vn) et (wn) sont convergentes. Par conséquent, la suite de

triplets (zn) = ((wn, vn,wn)) converge vers le triplet £ = (¢1,42,¢3) = ( lim wuyn, lim vy, lm wy).
n—-+oo n—-+oo n—-+o0
12
Posons L = | ¢2 |. En faisant tendre n vers +oo dans 'égalité Z,+1 = AZ, + B, on obtient que (1, £2,¢3) est solution du systéme linéaire
/3

L = AL 4+ B. Ce qui implique, aprés calculs, que
¢= lim 2z, =(1,0,-1).

n——+00

Exercice 4.
Un

Lo Un . [vn
1. a. La série E — converge absolument par comparaison car Vn € N*, | —| = —l
n

n>1

S |’U’VL‘-

Comme Z vn, converge, la suite (vn) converge vers 0 et est donc bornée. Soit M € Rt tel que Vn € N*, |v,| < M. Comme Vn € N*,
n>1
v% < M|vn|, Z v,% converge par comparaison.
n>1
5 Un, 1 s
1.b.Ona:xy =v;, — 2; + el Donc Z xpn converge comme somme de trois séries convergentes (cf. 1. a.)
n>1

1. c. Par hypothése, a partir d’un certain indice N, yn = xnen avec liril en = 0. Comme la suite (gy,) est bornée (car convergente), il
n— o0

existe C' € Rt tel que Vn > N, |yn| < Clzn| = Czp car x, > 0. D’oti la convergence par comparaison de la série Z |yn| par 1. b.

2.a.0na:
1 1
an+1 —an = In(l+—)+In(l4+v, ——)
n n
1 1 1 1 1 1 1
= gt oree(og) F e =~ 2 (on = )+ osee((vn — ©)?)
n  2n n n 2 n n
3 1 1 1
= 53 +o+oo(ﬁ) +on = San + 0400 (Tn)
Posons an = 7# + o.;,_oo(ﬁ) et By = f%xn 4 0400 (Zn). On constate que :

> ay converge par la régle de I’équivalent de signe constant (négatif) car am, f:_ fﬁ,
n—-1+0o0o

>~ Bn converge par la régle de l’équivalent de signe constant (négatif) car Bn ~ —%xn, la série >, zn (& termes positifs) étant
n— o0

convergente d’apreés 1. c.



En conclusion, Y (ant1 — an), somme des trois séries convergentes > apn, Y. vn €t > Brn, est une série convergente.
2. b. La suite (an) converge vers £ € R par 2. a. et le lien suite-série.

Comme la fonction exponentielle est continue en /£, liT e = e’ et donc :

n— oo
lim nup = lim e% = ef.
n—-+4oo n—-+oo
N . Un . Nun < K
D’ou, en posant K = ¢f, lim = = lim —— =1 C’est-a-dire u, ~ —.
n—-+4oo & n—+4+oco K n—+4oco n
n

La série Y uy diverge par la régle de ’équivalent positif car la série de Riemann ) % diverge.

24...(2 2 2
3.Posonsun:(#)2,n€N*.Ona:un>0etM:( nt )2,
35...2n+1) Un 2n+3
Remargue : le critére de D’Alembert ne permet pas d’obtenir la nature de la série > upn car liIJIrl Untl _
n—-+0o  Up
Ici 5
U 1 dn“ +8n+4 1 dn+5 1 ™49 7
Un = n+1_1+7:27_1+7:_ 2 t-= 2 oo An2 "
Un n  4n?+12n+9 n An?2+12n+9 n  n@n2+12n+9) n—+oo 4n

1

Comme la série de Riemann 3~ -5

converge, la série (& termes positifs) > v, converge (absolument)

La série Y uy, diverge donc d’aprés 2. b.



