Séries de fonctions.

Dans tout le chapitre, K =R ou C et suivant le contexte, |.| est la valeur absolue ou le module.

1 Convergence d’une série de fonctions

Soit (un)nen une suite d’applications définies sur I C R a valeurs dans K. Soit Up, = uo + -+ + un, n € N.

Définition 1. On dit que la série de fonctions Z Uy, converge simplement (CVS) sur I si pour tout x € I, la série Z Un ()
n>0 n>0
converge, en d’autres termes si la suite de fonctions (Un)nen converge simplement sur I. Dans ce cas, la (fonction) somme f

“+oo
de la série de fonctions Z un est la fonction f définie sur I par :Vx € I, f(x) = Z un(z) = lirf Un(x).
n>0 n=0

Application 1. Pour tout n € N et pour tout x € RT*, on pose : un(z) = e~V Prouver que la série de fonctions 3" u, CVS sur RH*.

Définition 2. Soit f une application de I dans K. On dit que la série de fonctions Z un converge uniformément (CVU) sur
n>0
I vers (sa somme) f si la suite de fonctions (Un)nen converge uniformément sur I vers f, c’est-a-dire si et seulement si :

Ve > 03N(e) € Ntel que¥n > N(e), Vo € I, |f(z) = > _ux(x)| < e
k=0

n —+o0
ou encore, notant pour tout © € I, Ry(z) = f(z) — Zuk(w) = Z uk(z), si et seulement si la suite de fonctions (Rp)
k=0 k=n+1

converge uniformément sur I vers la fonction nulle sur I.

Remarque 1. 1. La CVU de la série Y u, vers f sur I implique évidemment la CVS de la série Y u, vers f sur I.

2. Si la série de fonctions Z un CVU sur I, alors la suite de fonctions (un) CVU vers la fonction nulle sur I.
n>0
En effet, soit € > 0. Il existe N € N tel que Vn > N, Vx € I, |Rn(x)| < §. On en déduit que :

Vn > N+1,Vz € I, |un(z)| = |Ra(z) — Ru—1(2)| < |Rn(2)| + |Rno1(z)| < €.

_1)"
Application 2. Pour tout n € N* et pour tout z € R*, on pose : up(z) = ( +) . Prouver que la série de fonctions 3 u,, CVU sur Rt.
n+x

Rappelons que pour toute application g bornée sur I, on note : ||g||co,r = sup |g(z)].
xzel

Définition 3. On dit que la série de fonctions Z un converge normalement (CVN) sur I si chaque fonction u, est bornée sur
n>0

I et sila série des normes E ||tn||oo,1 converge.
n>0

Proposition 1. [Méthode pratique pour établir une convergence normale]

Z un, CVN sur I s’il existe une suite (a,) de R" (ne dépendant pas de x!) telle que la série Y a, converge et
n>0

Vn e N, Vz € I, |un(z)| < an.

Proposition 2. [CVN = CVA, CVN = CVU] Sila série de fonctions Zun CVN sur I alors :
n>0
i) Va € I, la série Y un(x) converge car converge absolument, donc la série de fonctions Z Un CVS surl,
n>0

1) la série de fonctions Z un, CVU surI.

n>0

1
Application 3. Pour tout n € N* et pour tout z > 1, on pose : up(z) = —. Vérifier que la série de fonctions Y un, CVS sur |1, 4o0[,
n

CVN sur tout segment [a, b] C]1, +oo[ mais ne converge pas normalement sur |1, +-00[.



2 Convergence uniforme et continuité

Soit (un)nen une suite d’applications définies sur I C R a valeurs dans K.
Théoréme 1. Soit xo € I. Si chaque application u, est continue en xo et si la série de fonctions Y un, CVU sur I vers f,
alors sa somme f est continue en xo.

En pratique, c’est généralement la propriété suivante, conséquence du théoréme précédent, qui est utilisée :

Proposition 3 Si chagque fonction uy est continue sur I et la série de fonctions > un CVU sur tout segment inclus dans I,

alors f 1 x — Z un () est continue sur I.
n=0
—+o0
Application4. [Fonction zeta de Riemann] Pour tout z > 1, on pose : {(z) = Z — . Prouver que ( est continue sur 1, +o0l.
n
n=1

3 Théoréme de la double limite

Conformément au programme, on admet le théoréme suivant :

Théoréme 2. Soit (un)nen une suite d’applications définies sur lintervalle I C R & valeurs dans K, et a une extrémité de I

(éventuellement infinie).
Si la série de fonctions Y u, converge uniformément sur I vers (sa somme) [ et si, pour tout n € N, lim un(z) = £, € K, alors

T—a

“+o00
la série Z ln converge et on a : hm flz an, c’est-a-dire : hm Z Uun (z Zén.
n=0

n>0

Application 5. Calculer lim ((z).
x—+o00

4 Convergence uniforme et intégration sur un segment

Théoréme 3. Si (un)nen est une suite d’applications de [a,b] dans K telle que chaque application u, est continue sur [a,b] et
la série de fonctions Y un, CVU sur [a,b] vers sa somme f, alors la série de terme général ff un(z) dz converge et on a :

/(lbf(;r)dx:/bfun dm—Z/

Remarque 2. i) f est continue sur [a,b] par le théoréme 1.
“+oo
1) Sous les hypothéses précédentes, on dit que f : x — Z un(x) est « intégrable terme a terme» sur [a,b].
n=0

cos(nx
Application 6. Justifier que f : z — Z 7)

n=1

s
est continue sur R et calculer / f(z)dx
0

5 Convergence uniforme et dérivation

Soit (un)nen une suite d’applications définies sur I C R a valeurs dans K.

Théoréme 4. [Séries de fonctions de classe C'.] Si:
i) chaque application u, est de classe C* sur I,
—+oo
1) la série de fonctions Y u, converge simplement sur I vers sa somme f :x +— Z un (),

n=0
—+oo

i) la série de fonctions Y u;, CVU sur tout segment inclus dans I vers sa somme g : T Z un (),
n=0
+oo
alors f est de classe C* sur I et f' =g, c’est-a-dire que Yz € 1, (Z un)'(z) = Zuln(x)
n=0

Remarque 3. Les hypothéses i) et iii) impliquent que la série de fonctions Y un, CVU sur tout segment inclus dans I vers f.



Application 7. Prouver que ¢ est de classe C! sur |1, 4-o0].

Théoréme 5. [Séries de fonctions de classe CP] Soit p € N*. Si :
1) chaque application u, est de classe CP sur I,
1) pour tout k € [0,p — 1], la série de fonctions Eugﬂ) converge simplement sur I,

gp)

iit) la série de fonctions > uy’ CVU sur tout segment inclus dans I,

+oo too
alors f : x — Zun(m) est de classe C? sur I et Vk € [0,p], f™ (z) = Z ul™ (z).
n=0 n=0

Remarque 4. On utilise p fois le théoréme 4 pour prouver ce théoréme : en effet, ii) et ii1) impliquent plus précisement que
pour tout k € [0,p — 1], la série de fonctions Zuglk) converge CVU sur tout segment inclus dans I (cf. remarque 3).

Application 8. Prouver que ( est de classe C* sur |1, +o0|.



