Spé PC. Année 2024-2025. Feuille d’exercices de mathématiques n° 5.

Exercice 1. Soit @ € R. On pose, pour tout n € N* et z € [0,1], un(z) =n“z" (1 — z).

1. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la série de fonctions Y u, converge simplement sur [0, 1].
2. Déterminer les valeurs de « pour lesquelles la série de fonctions ) u, normalement sur [0, 1].
Exercice 2. On pose, pour tous n € Net z € R, fn(x) = nale "V,

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Y f,.

2. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) et de la série de fonctions 3 f, sur R*.
Exercice 3. On pose, pour tout n € N* et 2 € RT, u,(z) = (—=1)" In(1 + ﬁ)

1. Prouver que la série de fonctions E U, converge simplement sur RT.
n>1

2. Prouver que la série de fonctions E Uy, converge uniformément sur R,
n>1

3. Prouver que la série de fonctions E Uy, ne converge pas normalement sur R,

n>1
+oo
Exercice4. 1. Soit z € RT. Justifier 'existence de f(z) = Z(l - ).
anoz +n

2. Montrer que f est continue sur R*.
3. Soit x € R™. Simplifier f(z + 1) — f(z).

Exercice 5. Soit (An)nen une suite croissante de réels strictement positifs telle que lir_'r_l An = +00.
n— oo

+oo
On pose : f(z) = Z(—l)"e_)‘"z, z eR.

n=0
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Prouver que f est continue sur ]0, +oo[.

Exercice 6. Soit un(z) = m, neN", zeR.

1. a. Prouver que la série de fonctions Y u, converge normalement sur R. On note f sa somme.

1. b. Vérifier que f est impaire et continue sur R.
2. Montrer que f est de classe C* sur | — oo 0[ et sur ]0, +oo[
3. a. Soit N € N*. Vérifier que Vx > 0, f@) - > Z i nmz

3. b. En déduire, en raisonnant par l’absurde que fn est pas dérivable a droite en 0.

(="

Exercice 7. On considére, pour z € R" et n € N*, u,(z) =

z+n’
+
1. Prouver que la série de fonctions > u, converge simplement sur R*. On pose : f(z Z ,x €RT.
2. Prouver que f est continue sur R,
3. Montrer que f est de classe C' sur RT et préciser f’.
+oo
Exercice 8. 1. Justifier que 'on définit une application f continue sur [0, +oc[ en posant : Yz € R, f(z) = Z
n=0
2. Calculer liT ().
3. Montrer que f est de classe C' sur 0, +-o0l.
4. Montrer que f est de classe C? sur |0, +-o00[ et calculer f”(x) + f(x) pour tout = > 0.
oo tn
Exercice 9. > On rappelle que pour tout ¢ € R, e’ = Z —-
n!
n=0
Pour tout > 0, on pose : S(z) = f ="
) on pose:: N — nl(z +n)
1. Prouver que S(z) existe et que la fonction S est de classe C* sur ]0, +oo[.
2. Prouver que Yz > 0, S(z + 1) = 2S(z) — e~ .
1 et
3.P S ~ —etS ~ .
rouver que S(z) L (x) ol
+oo
. . 7”272
Exercice 10. Existence et calcul de Z nxe ,x €R.
n=0
—+oo

Exercice 11. 1. Justifier que 'on définit une application f continue sur |1, +oo[ en posant : Vo > 1, f(z) =

2. Déterminer hm f(x).

r—+o0




+oo
Exercice 12. 1. Justifier que 'on définit une application f continue sur |0, +oo[ en posant : Vo > 0, f(z) = Z e "V,
n=0

. . . 2
2. A laide d’une comparaison série-intégrale, montrer que f(x) ~LE
x—0t+ T
1 X e
E ice13. 1. Vérifi V. R%:—g
xercice érifier que Vo € R, 1~ oeis 2 2
27 inx
2. Soit n € Z. Calculer I, = / ———dzx
o 1—2e®
. T dw . . .
3. Soient z € C* et r €]0, |z|[. Calculer / ——— en faisant apparaitre la somme d’une série géométrique convergente.
g Z—rew
X2
Exercice 14. Pour tout € R, on pose : f(z) = —_—.
pose : f(z) 7?:1 e
1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2x
2. Soit x > 0. Pour tout t € R*, on pose : fz(t) = ————.
pose : folt) = 55

2x

n+1 n
2. a. Vérifier que pour tout n € N*| /n fe(t)dt < P < f=(t) dt.

n—1

2. b. En déduire un encadrement de f(z) et déterminer lirf f(x).

+oo ne

Exercice 15. Soit f(x) = Z xe

Inn
1. Déterminer le domaine ge 2déﬁnition de f.
2. Prouver que f est continue sur R*.
3. Prouver que f est de classe C' sur RT*.
4. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

, ¢ €R.

+oo .
277.
Exercice 16. On pose, pour tout z € R, f(z) = Z sm(27nx)
n=0

1. Prouver que f est continue sur R.
2. Calculer / f(z)dz.
0
3. a. Soit z € R. Déterminer une égalité simple reliant f(2x), f(x) et sinz.
3. b. Déduire de 3. a, en raisonnant par ’absurde, que f n’est pas dérivable en 0.

“+oo
Exercice 17. On note, pour tout x € RY, f(z) = Z In(1+ %)
n
n=1

1. Vérifier que f est bien définie sur RT.
2. Prouver que f est continue sur R™.
3. Prouver que f est de classe C* sur R™.

—+oo
. . arctan(nz)
Exercice 18. Soit f(z) = Z —2 % ceR.
n=1
1. Déterminer I’ensemble de définition de f et étudier la continuité de f.
2. Montrer que f est de classe C' sur | — 0o, 0[ et sur ]0, +oo| .
—+oo
Exercice 19. Soit f(x) = nZ::l m, z € R.
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est continue sur | — 0o, 0[ et sur ]0, +00].

3. Calculer lirf f(z).

4. On note S la somme de la série de Riemann d’exposant 2, i.e. S = ((2).
Prouver que lilf 22 f(z) = S et retrouver le résultat de 3.

Exercice 20.

n +oo
1. a. Soit « €] — 1, 1[. Montrer que la série r converge. On pose : S(z) = r
)= L1 35 @=2%
1. b. Prouver en utilisant le théoréme de dérivation terme & terme d’une série de fonctions, que S est de classe C' sur
] — 1,1] et préciser S'(z), x €] — 1, 1].
1. c. En déduire que Vz €] — 1,1, S(z) = —In(1 — z).

“+oo
" cosnfd
Soit —-1,1[. O 2 f(0) = ————— feR.
oit €] — 1,1[. On pose : f-(6) nz::l - €
2. Montrer que f, est définie et continue sur R.
3. Justifier que f, est de classe C' sur R et calculer f,(6), 6 € R.

1
4. Déduire de ce qui précede que V0 € R, f,(0) = —3 In(1 4 2® — 2z cos ).

5. Déduire de ce qui précéde la valeur de / In(1 + x* — 2 cos 0)db.
0



