Spé PC. Corrigé du devoir de mathématiques en temps limité n° 1 (21.09.2024).

Exercice 1. Comme la suite (uy) est croissante, la suite (usy,) est aussi croissante car pour tout n € N, U3(n41) = U3n+3 > u3n, et
comme elle converge vers ¢, elle est majorée par £. On en déduit que la suite croissante (uy) est aussi majorée par £ car pour tout n € N,
un < ugn < L. On peut donc affirmer que la suite u = (urn) converge car elle est croissante et majorée. Plus précisement u = (ur) converge
aussi vers £ car la suite (usy), extraite de la suite convergente u, converge vers /.

Exercice 2. 1. a. On a :
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1. b. Comme » (> (ziy; — z;u:)%) € R, daprés 1. a. (2§ + - +22) - (U +---+v2) > (T1y1 + - + Tayn)®.
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2. Indication : Utiliser 1. b. avec pour tout k € [1,n], zx = ———= et yp =
[1.m] Vag + by
2
3. Rappelons que pour tous réels a > 0 et b > 0, % =a— (a||b) (x).
a

2 n 2
Donc d’aprés 2. £ < ou encore en utilisant (x) :
P An+ B, = 2:: ai +bk )

n
= (Anl|Bn) <> (ak — (akllbr)) Z(aknbk
k=1

n

et finalement (Ayn||Bn) > Z (ak||bk)- cafd.
k=1

Exercice 3. Rappel ("Lemme d’annulation”) : Soit g € C°([a,b],RT). On a : f;g(x) dx =0 Vr € [a,b], g(x) =0.

1
1. a) Notons 0 la fonction nulle sur [0,1]. On a : n(d) = 0. Soit f € E telle que n(f) = 0. Alors |f(0)] = 0 et / |f(x)|dz = 0 (car une
0

somme de deux réels positifs est nulle ssi les deux sont nuls). Comme |f’| est continue et positive sur [0, 1], on peut utiliser le lemme rappelé
ci-dessus avec g = |f’| et on a donc Vz € [0,1], |f/(z)] = 0, c’est-a-dire Vz € [0,1], f/(z) = 0. Donc f est constante sur I'intervalle [0, 1] et
donc nulle sur [0, 1] car f(0) = 0. Ainsi la fonction 6 est la seule fonction f telle que n(f) = 0.

b) n est homogéne. Soient f € E et A € R. Par propriété de la valeur absolue et linéarité de 'intégrale, on a :

1 1
D) = AF(0)] + /0 I (@) da = [A|(IF(0)] + /0 (@) dz) = [Aln())-

c) inégalité triangulaire. Soit (f,g) € E2. Par propriété de la valeur absolue, croissance et linéarité de I'intégrale, on a :

1 1
n(f +g) = £(0) + g(0)] + /0 /(@) + g/ (@)] do < |F(0)] + 9(0)] + /0 (f' @) + ¢ @) )dz < n(f) + n(g).

<[f'(@)|+1g" (@)]

2. a. Soient f € E et x € [0,1]. Comme f(x) = f(0) +/ f'(t)dt, on a bien :
0

x x x 1
|f ()] = |f(0)+/0 f(@®dt] < |£(0)] + \/0 f'(t)dt| < \J‘(0)|+/0 |f'(t)| dt < |f(0)|+/0 If'(®)ldt = n(f) (+)

>0

par propriété de la valeur absolue et de I'intégrale. Puis, en considérant (x) avec un réel z € [0,1] en lequel la fonction |f| continue sur le
segment [0, 1] atteint son maximum, on obtient : ||f|lcc < n(f).

1 1 1
2. b. i) D’une part, pour tout z € [0, 1], |fn(z)| = —|sin(nmz)| < —, donc || fnllcc < —.
n n n
1 1w 1 1
D’autre part, || fnlloo 2 [fn( o~ )| = —[sin(5)[ = —. Donc |[fnfloc = —.
2n n 2 n n
€]0,1[

i) On a: fr,(0) =0 et Vz € [0,1], f}(z) = wcos(nwz). Commengons par effectuer le changement de variable v = nwz (du = nwdz) :

n(fn) = ﬂ/ol | cos(nmz)|de = %/Omr | cos(u)| du.



™ 27 nm
De plus, | cos| étant w-périodique, on a : / | cos(u)| du = / |cos(u)|du=---= / | cos(u)| du donc par la relation de Chasles,
0 (

T n—1)mw

n(fn) = /O " Jcos(u)| du

car nm T 27 nm T
/ |Cos(u)|du:/ |cos(u)\du+/ |Cos(u)|du+-~-:+/ |cos(u)|du:n/ | cos(uw)]-
0 0 ™ (n—1)m 0
s us jus
Et, | cos| étant w-périodique et paire, n(fn) = / | cos(u)| du = /2 | cos(u)| du =2 / : | cos u| du.
0 -z 0

2. c. Terminons le calcul de n(fn). Comme la fonction cosinus est positive sur [0, 5] :

™

n(fn) = 2/2 cosudu = 2[sinu]¢ = 2.
0
S’il existait un réel a > 0 tel Vf € E, an(f) < ||f||oc, on aurait donc, en considérant f = f, (n € N* quelconque) :
1
Vn € N*, 2a < —.
n

Ainsi tous les entiers naturels non nuls seraient inférieurs ou égaux au réel strictement positif ﬁ, ce qui est évidemment absurde.
Donc il n’existe pas de constante a > 0 telle que Vf € E, an(f) < ||f]|oo : les normes n et || - ||oo ne sont pas équivalentes sur E.

3. N est la norme associée au produit scalaire (, ) de E? dans R définie par :

1
¥(.9) € B (f.9) = @) + | f(@)g'()da.
Vérifions que (, ) est bien un produit scalaire sur F :
a) [Symétrie et bilinéarité] (, ) est clairement symétrique, linéaire & gauche par linéarité de l'intégrale, donc bilinéaire.
b) [Positivité] Vf € E, ( f, f) = f(0)% + fol f/(x)? dz € RT, I'intégrale d’une fonction continue positive étant positive.
¢) [Définie-positivité] Rappel ("lemme d’annulation”) : Soit g € C°([a,b],Rt). On a : f; g(z)dz =0 < Vz € [a,b], g(z) = 0.

Soit f € E. En utilisant le rappel avec g = ' continue et positive sur [0, 1], on a donc :
1
(£,f)=0s f(0)2=0cet / f'(x)?dz =0 f(0) =0 et Yz € [0,1], f'(z)? =0 < f(0) =0 et Vz € [0,1], f/(z) = 0.
0

Donc ( f, f) =0ssi f(0) =0 et f est constante sur [0, 1], donc ssi f est la fonction nulle sur [0, 1].

4. a. L’inégalité demandée s’obtient directement avec I’inégalité de Cauchy-Schwarz usuelle dans R? :

la+bl=[1-a+1-b <12+ 12v/a2 4+ b2 = vV2\/a2 + b2
ou en comparant les carrés car 2(a? + b%) — (a +b)? = a? — 2ab+ b? = (a — b)?2 € RT.

Enfin pour obtenir ’égalité demandée, il suffit d’aprés 2. a. de montrer que n(f) < V2N(f).
En considérant I'inégalité précédente avec a = |f(0)| et b = fol [f/(t)| dt, on a déja :

1
n(f) < ﬁ\/ F(0)2 + ( /0 1/ (8)] 2.

Puis on obtient I'inégalité demandée avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz usuelle dans C°([0,1],R) :

1

Y(u,v) € C°([0,1],R)2, (/O1 u(t)v(t) dt)? < /1 w(t)? dt / v(t)? dt

0 0

1 1
pour u(t) = 1 et v(t) = | f(t)| donnant : (/0 1 (8)] d)? < (/0 F(0)2 dt.

1 1 n
4. b. Soit n € N* : = ma "= max 2" =1let N = 0+/ n=1)2dy = / M2y = ————
it €N lgallo = mas [o"] = mox 2 (9n) \/ R A

4. c. S’il existait un réel a > 0 tel Vf € E, aN(f) < ||f]loo, on aurait donc, en considérant f = gn (n € N* quelconque) :

n
VneN* a— <1
— V2 —1"
n a
Autrement dit la suite (a\/%)new serait majorée (par 1), ce qui est absurde car ngﬂr_lm a\/ﬁ - nl{rfoo E\f = +oo0.
Donc il n’existe pas de constante a > 0 telle que Vf € E, aN(f) < ||f||oo : les normes N et || - || ne sont pas équivalentes sur E.

Exercice 4. Indications et réponses.

1. Effectuer un raisonnement par récurrence sur n € N* (& « € R fixé). La preuve de «’hérédité» utilise :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

avec a = nx et b = x.

an Cn 1 I3 . . .
2. Poser A, = et L = . Par hypothése, m apn =l1, hr_E bn, = o, hr_E cn =13 et llr_~r_1 dn = ly.
— T 00

li
bn n lo g n—-+o0o n n—-—4oo n—-+o0



3. a. Rappelons que Vz € [—1, 1], sin(arcsinz) = z et cos(arcsinz) = v/1 — 2.

Soient a € R* et n € N*. Observer que \/ﬁ € [-1,1] car |a|] < Va2 + n?, sin(zn) = ﬁ et cos(zy) = \/ﬁ

1 —a\" n n — si n
3. b. Dapras 1. <a n> (1t 28 <c?s(nx ) sin(nz )>.

- 1 sin(nzn)  cos(nzn)

:M‘ Q

2

2 n a® nca 1 2 1 a
D'une part, (1 + 95)3 = e2 mO+72) = 3Gz toree(52)) = e8n o+ () done  lim (1+ —)% =1, par composition de limites car
n n— 400 n2
a? 1
lim — + 0+oo( ) = 0 et la fonction exponentielle est continue en 0, d’autre part, sachant que arcsin(t) ~ ¢ :
n—-+oo 2n —0
in a ) a
nT, = narcsin(—— ~ NV ~ a
" VaT 42 n-"hoo " /a2 nTheo
a
car lim ——— =0. Donc lim nz, = a et par continuité des fonctions cos et sin en a
n—-+oo /a2 4+ n? n—-+oo " P ’

lim (cos(nmn) sin(nxn)> _ (cos(a) sin(a)>
n—+oo \ sin(nzn)  cos(nzy) sin(a)  cos(a) )’

1 —2\" cos(a) —sin(a)
Finalement, d’aprés 2. lim n = .

n—+oo \ % sin(a)  cos(a)

Exercice 5.

1. X, est une partie bornée de M, (R) car X, est incluse dans la sphére de centre la matrice nulle de M, (R) et de rayon 1 pour la norme

[ 11 de Mn(R) :

n

n n n n
VM = (mij) € Sn, M1 =D fmijl =D mij =) 1=n.

i=1j=1 i=1j=1 i=1

2. X, est une partie convexe de My (R) car VA = (a;j) € Ln, VB = (bjj) € Zn et VE € [0,1], C = (1 —t)A+tB = (¢i5) € Xn :
a) V(i,5) € {1,--- n} cij = (1 —t)a;j +thyj € RT car 1 — ¢, alj, tet b” sont positifs.
b) Vi€ {1,---,n}, ch = Z 1 —t)ai; + thij) = l—t)Zaij +thU =(1-t)-1+4t-1=1

j=1 j=1 j=1
3. Utilisons la caractérisation séquentielle d’un fermé pour prouver que ¥, est une partie fermée de M, (R).
Soit (Ap)pen une suite de Xy, supposée convergente vers L € My (R). Alors L € .
En effet, notons Ap = (aij,p) et L = (l;;). On a :

a) Y(i,j) € {1,--- ,n}?, lij = lirf aijp € R™T car la limite d’une suite réelle positive convergente est positive.
oo
b) Vi€ {1,--- ,n}, Zl“ = 2:117111:8 aij,p 7p£rfw2awp =1.
J
\W_/

=1
4. [Trés classique !] Soient A = (a;j) € Ln et B = (bs;) € Xpn. Posons C' = AB = (c;;). Rappelons que

n
V(i,5) € {1,--+ ,n}, cij = Y aikby;.

k=1
On constate que :
a) V(i,5) € {1,--- n} cij € ]R car ¢;; est une somme de n reels posmfs
n
b) Vi € {17 n} ZC’LJ = Zzazkbkj Zzazkbkj Zazk Zbk]) = Zaik =1
j=1k=1 k=1j=1 Bezﬂk:l Aes,,

5. On vérifie facilement par récurrence sur p en utilisant le résultat précédent que :

Vp €N, AP € 5,,.
Et comme X, est une partie fermée de M, (R) (cf. 3.), L € ¥,, d’aprés la caractérisation séquentielle d’un fermé puisque L est la limite
d’une suite convergente de matrices de X,

De plus en faisant tendre p vers +oo dans ’égalité A%2P = (AP)2, on obtient par unicité de la limite d’une suite convergente que L? = L car
(A?P) tend vers L en tant que suite extraite de la suite convergente (AP) et tend vers L2 en tant que carré de la suite convergente (AP).

Exercice 6. Un calcul de somme de série convergente.

2 1
1. Comme f(n) ~ —, lasérie Z f(n) converge par la régle de ’équivalent positif car Z — est une série de Riemann convergente.
n—+oo n2 2
n>3 n>1
2. Par un calcul classique d’identification de polynoémes, on obtient a = i, b= % et c = 7%
On peut aussi calculer plus rapidement a, b, ¢ en admettant la décomposition en éléments simples donnée et en remarquant alors que a =
2z — 1 1 2z —1 3 2x — 1
lim zf(z)=lm —— =—,b= hrn (x 2)f(z) = lim ——— = —etc= lim (z4+2)f(z) = lim — =
z—0, z#£0 z—0 (z — 2)(z + 2) 4 T— z—2 z(z + 2) 8 =2, z#£—2 z——2 z(z — 2)

5
~5 On observe que a + b+ ¢ = 0.



n

n
1
3. Posons, pour tout pour n > 3, U, = Z f(k) et Sp, = Z . D’apres 2. :

k=3 k=3
Un:aSn+b(Snfﬁf%+1+%)+c(5n+%ﬂ+ni2*%*3)7
c’est-a-dire Un:gbfllchb(ﬁ+%)+c(nil +%+2) cara+b+c=0.
Finalement, gf(k)ngrwan gb— 1120: %—i—% = %

1

Exercice 7. a) Posons a, = sin(;;) — au“ctan(%)7 n € N*.

Comme sin(z) = = — % + o0o(23) et arctan(z) = z — % + 0p(2?), on a donc :

1

1 1
an = ——= +O+oo(73) n*}’\;oo w

6n3 6n

1
La série de Riemann Z 5 d’exposant 3 > 1, converge, donc la série Y a, converge par la régle de 1’équivalent positif.
n>1

a
b) Posons b, =nn? —1,n € N*. Comme e” =14z + op(x) et lim =0, on a donc :

In(n) In(n) In(n) In(n)
= n2 — = ~ _
b, =e 1 3 + 0400 3 )n—>+o<> poRE
- . In(n) . .
La série (de Bertrand) positive E 5 converge par la régle de Riemann car
n>1
1
lim n'® n(n) = lim n(n) =0,
n—-+oo n2 n—-+oo \/771,
donc la série Y by, converge par la régle de I’équivalent positif.
n®+7
¢) Posons ¢, = In(———), n € N. Comme In(1+z) ~ =z, on a donc :
n?+6 z—0
1 1 1
cp =In(l+ ——— ~ o~ —.
" ( n? + 6) n—+4oo N2 4+ 6 n—+oo n2

1
La série de Riemann Z o d’exposant 2 > 1, converge, donc la série Y a, converge par la régle de 1’équivalent positif.
n>1

_(2n)!(3n)!

d) Posons d, = W, n € N. On a : d, > 0 (rappelons que par convention 0! = 1) et aprés simplifications et multiplications
n)!
d’équivalents :
dnt1 _ (2n+2)(2n+ 1)(3n + 3)(3n +2)(3n + 1) 22.33. 70 22.33

dn  (5n+5)(5n+4)(n+3)(5n+ 2)(5n + 1) n—too 55 -md  n—too 5
. dn+1 22 ‘ 33
Comme lim =
n—+oo dp 55
Ch(n) e +e en
chizny O T e u e o0
La série > uy,, converge par la régle de I’équivalent positif car la série géométrique >" e™™ (de raison e~! €]0, 1]) converge.

€ [0,1], la série Y d, converge par la régle de D’Alembert.

e) Posons u, = -,

Exercice 8.

1. La série un converge. D’aprés le cours lim Un = 0. Comme la limite d’une suite décroissante et convergente minore tous les termes
)
n—-+oo

de la suite, on peut conclure que Vn € N, u,, > 0.

2. a. La suite (un) est décroissante, donc en particulier Vk € {n + 1, -+ ,2n}, up > uon.
Par conséquent, Uz, — Up = unt1 + -+ + u2p > nuan.
N— —

n termes
2. b. Par hypothése, Uy, ? U donc, d’aprés le cours, la suite (Uay,), extraite de (Up), a aussi pour limite U et par différence,
n—-+0oo
Uy — Up, —+> U —U =0. Or, d’aprés 2. a, Vn € N*, 0 < nug, < Uz, — Un. Donc, par le théoréme des gendarmes, lir}r’l nus, = 0.
n— oo n— o0

2. c. Posons a, = nun, n € N*. On a a2, = 2nug, donc d’aprés 2. b, lial_i an =2.0=0.
n— oo

En outre, Vn € N*, 0 < agn41 = (2n + Luon4+1 < (2n + 1)uo, car la suite (un) est décroissante.
Et comme la suite (uz2n), extraite de (un ), a aussi pour limite 0, on a :

lim (2n+ 1lugy, =2 lim nuzp + lim ugy, =2.04+0=0.
n—-—+oo n——+oo n—-—+oo

Par le théoréme des gendarmes, lirf a2n+1 = 0. Enfin, comme les deux suites (a2n) et (azn+1) convergent vers la méme limite 0, un
n— oo

résultat classique du cours nous donne : lim a, = 0, c’est-a-dire lim nu, = 0.
n—-+oo n—-+oo



n

n
3. a.Soitn e N*. Ona V), = g k(ur — ug+1) E kuk —(k+ Dug41) + E Ug+1. La somme "télescopique" E (kug — (B + 1)ugy1)
= H—’

k=1 k=1 k=1
Wk W41

se simplifie et est égale & w1 — wn+1 =u1 — (N + Dun41.
n

Finalement, V,, = u1 — (n 4+ )up4+1 + Z U1 =ul U2+ Fupr1 — (N + Duny1 = Up — nungr.
k=1

3. b. Par positivité et décroissance de (un), on a, pour tout n € N*, 0 < nupt1 < nup.

Donc, par 2. c. et le théoréme des gendarmes, lim nun41 =0. Par conéquent :

n—-+4oo

lim V,= lim (U, —nunt1)=U—-0=U.

n—-+oo n—-+oo

On vient donc de prouver que la série E vp, converge et que sa somme est égale a U.

n>1
—+oo
4. a. Ezistence de u,. Remarquons que u; = Z w (noté traditionnellement ¢(3)) ! est la somme de la série de Riemann (convergente)
k=1
—+o00
d’exposant 3. Pour tout n > 2, u,, = Z 3 est le reste d’ordre n — 1 de la série de Riemann d’exposant 3. En d’autres termes, u,, est la
k=n

différence (strictement positive) entre la somme (de série) ((3) et la somme partielle d’indice n — 1 de la série de Riemann d’exposant 3 :

“+oo
Un = kz_:l Z &3 (1)

Décroissance de (un). On a ug —up = ({(3) — 1) — ¢(3) = —1 et, plus généralement, en utilisant (1) :
X1 &1
O F- B DI BTV O B DR B
=1 =1

Donc la suite (up) est strictement décroissante.

Limite de (u,). Comme hm Z w Z W ¢(3), on obtient, en utilisant & nouveau (1) :

n—1

lim wu, = lim (¢{(3)— Ek%) =((3)—¢(B)=0.

n—-+oo n oo
- -t k=1

1
4. b. Classique. Utiliser la décroissance sur |0, 4+oco[ de = +— - et la relation de Chasles. Voir dans le chapitre séries le paragraphe
T
comparaison série-intégrale.
n+p 1 +o0 1
4. c. Fixons n € N*. On a d’une part lim Z — = Z — = Up+1 et d’autre part,
p—+o0 k3 k3
k=n+1 k=n+1
n+p do
lim — = lim [-—
p—+oo Jp, z3 p%+oo 2:1:2 p—+o0 2

1,1 1 1
nt+p 3 p - ) = —.
In B (n2 (n+p)? ) 2n2

n+p
1 nTP dx
Il nous reste a faire tendre p vers +o0o dans l'inégalité de la question 4. b. : E — < / = valable pour tout p € N. Ce passage a
n T

k=n+1 k3
la limite conduit effectivement & : up41 < 2;2
On a donc Vn > 2,0 < uy < 71 . Comme 71 ! , la série Z 71 converge par la régle de ’équivalent positif
2(n —1)2 2(n —1)2 n—too 2n2 e 2(n —1)2

et enfin la série > u, converge par comparaison de termes positifs.

4. d. Utilisons le résultat de la question 3. b. avec la suite (un)nen* de la question 4. qui est bien une suite réelle décroissante telle que
la série Z upn, converge d’aprés 4. a. et 4. c..

n>1
Ici, en utilisant (1), on obtient que, pour tout n € N*, v, = n(unp — upy1) =n- n713 = %
+oo +oo ooy
Donc, d’aprés 3. b., Z Up = Z v = Z el
n=1 n=1 n=1

1R. Apéry, alors professeur & 1'université de Caen, a prouvé en 1978 que ((3) est irrationnel. Mais on ne sait toujours pas exprimer la
valeur exacte de ¢(3) a l’aide de fonctions usuelles.



